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BIOMECCANICA E SIMULAZIONE DEI DISPOSITIVI BIOMEDICI
Biomeccanica: studio della meccanica applicata alla biologia.

Simulazione numerica: implementazione di modelli matematici — scrivere equazioni che descrivono un
sistema fisico che devono essere risolte in maniera:

® analitica,

e numerica (per problemi pit complessi).

Dispositivi medici: qualsiasi dispositivo usato per scopi medici. Interagiscono con pazienti quindi
forniscono diagnosi, trattamenti, cure.

Ingegneria: settore delle scienze e della tecnica che usano strumenti matematici per analizzare problemi
e progettare soluzioni.

Si parte da un problema scientifico-tecnologico che deve essere trasformato in equazioni (modello
matematico) per analizzare il problema e trovare soluzioni.

Meccanica: settore dell'ingegneria che riguarda il moto e le deformazioni di corpi sui quali agiscono
delle forze.

TIPI DI MATERIALI

Un aspetto fondamentale € la natura dell'oggetto.

Un materiale € un qualcosa fatto di materia, costituito da una o piu sostanze. Si hanno materiali:
e  tradizionali dell'ingegneria: polimeri, metalli e leghe,
@ innovativi dell'ingegneria: adattivo, intelligenti e funzionali,
e  biologici: che si adattano alle condizioni di carico, alle condizioni nelle quali vivono.

MATERIALI TRADIZIONALI DELLINGEGNERIA

Type Chemical microstructure advantages Drawbacks
bond type

Metals and metallic Crystal grains * Resistant « Fatigue
alloys * Ductile » Fracture
+ Conductive
Polymers covalent Molecular chains  « Low cost + Low resistance
« Light * Low rigidity
* Corrosion * Viscous
Ceramics/Glass lonic/covalent Crystal grains, * Resistant, * Fragile
amorphous * Hard
* High temp.
« Corrosion
Composites Several types Fiber matrix *Resistant, « High cost

rigid * Delamination



Noi studieremo modelli di meccanica, quindi di un corpo che si muove, soggetto a forze. Il modello
meccanico e formato da una serie di equazioni e deve essere usato per risolvere un certo problema. Non
esiste un unico modello per un determinato problema.
Le equazioni devono rappresentare tre differenti aspetti:

e  cinematica — deformazione,

@ equilibrio — bilancio delle forze,

e  |egami costitutivi— come si comporta un materiale.

Gli argomenti che affronteremo sono:
Corpo rigido (2D - 3D) Cinematica
Equilibrio statico e dinamico

Corpo deformabile (3D) Cinematica
Equilibrio statico e dinamico
Equazioni costitutive

Trave rigida (2D - 3D) Cinematica
Equilibrio statico e dinamico

Trave deformabile (1D - 2D) Cinematica
Equilibrio
Equazioni costitutive

BIOMECCANICA

La biomeccanica é:

1. la meccanica applicata alla biologia,

2. o studio della struttura, funzione e moto degli aspetti meccanici di un sistema biologico in ogni
livello dell'intero organismo dagli organi, alle cellule fino agli organismi cellulari, usando i metodi
della meccanica,

3. studio dei dispositivi che interagiscono con i sistemi biologici.
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Gli obiettivi sono:
e  studiare strutture/funzioni dei sistemi biologici, della cellula, del corpo umano,
e  studiare le interazioni dei dispositivi con i sistemi biologici, ad esempio le protesi.



APPLICAZIONI
Alcune applicazioni della biomeccanica sono:

del sistema cardiovascolare, respiratorio e muscoloscheletrico = meccanica del flusso del
sangue e dell'aria, meccanica dei tessuti molli,

dentale — design e analisi dei tessuti dentali e delle protesi, meccanica della masticazione;
ortopedica = meccanica delle fratture e degli impianti,

riabilitativa = analisi dell'andatura,

sportiva = meccanica della performance sportiva,

cellulare — analisi biomeccanica delle cellule, delle membrane e delle strutture subcellulari,
tissutale — fattori biomeccanici nella medicina ingegnerizzata per la sostituzione/rigenerazione
dei tessuti,

molecolare — meccanica delle biomolecole.

APPLICAZIONE - STENOSI
Per stenosi si intende restringimento anomalo di un organo tubolare. Si hanno varie tipologie:

Stenosi carotidea: si intende un restringimento della carotide (vaso che porta il sangue al
cervello) dovuta alla deposizione di materiale.

Stenosi aortica: si cerca di procedere nella maniera meno invasiva possibile, attraverso un
accesso periferico — si fa entrare un filo guida che porta fino alla valvola aortica (ultima valvola
del cuore attraverso la quale il sangue passa dal cuore al sistema vascolare), su questo filo c’e
un palloncino che viene gonfiato e aggiusta la stenosi.

Valvole stenotiche: si intende valvole che non si aprono bene.

Stenosi della trachea: in questo caso non si riesce ad ingerire materiale o a respirare bene.

Si cerca di intervenire restituendo al vaso la giusta dimensione.

ANGIOPLASTICA

Fasi:
1.

2. gonfiaggio del palloncino,

3. sgonfiaggio del palloncino e rimozione del
catetere.

STENTING

Fasi:

1. inserimento del catetere con palloncino sul
quale c'é una rete metallica,

2. gonfiaggio del palloncino,

3. sgonfiaggio del palloncino e rimozione del

inserimento del catetere con palloncino,

catetere, rimane pero la rete metallica (stent).



APPLICAZIONE - DIFETTO DEI SENI ATRIALI

Gli atri dovrebbero essere separati.

Si puo procedere con un intervento poco invasivo (accesso
periferico): si rilasciano degli ombrellini che chiudono il buco e
correggono la patologia.

Questo & un impianto di una protesi fatto con materiale innovativi,
detti a memoria di forma.

LEGHE A MEMORIA DI FORMA
Tali materiali sono metalli con capacita intrinseca di ricordare una forma iniziale anche dopo elevate
deformazioni. Si hanno due effetti:
e  superelastico: materiale che ¢ possibile tirare e quando viene rilasciato recupera completamente
la sua forma iniziale,
e  amemoria di forma: si recupera la forma iniziale se siimmerge in un “bagno caldo”.

MODELLIZZAZIONE MATEMATICA DELLA REALTA
Un modello & un’ipotesi e un‘assunzione sulla realta considerata basato sullo scopo dello studio. Diversi
modelli possono essere utilizzati per descrivere lo stesso fenomeno.
Le componenti essenziali della meccanica sono:
e  cinematica — studio del cambio di configurazione,
e  equilibrio — studio delle condizioni di equilibrio statico e dinamico,
e |egami costitutivi — descrizione del comportamento dei materiali.

L'obiettivo dell'ingegnere & guardare un fenomeno ed entrare nel seguente loop:

/’1 Cosa vogliamo scoprire? //—\

Quali sono le nostre ipotesi? MURELEO MATEMATIRG
REALTA FISICA
T rilinimento
INTERPRETAZIONE Quali sono le domande a cui il modello

deve rispondere?
Qual & la tecnica matematica pil

I risultati sono in accordo con la appropriata da usare?

realta?

I risultati rispondono alle .\ ‘_/

Somande? RISULTATI

| passaggi sono:
® studiare la realtq,
® costruire un modello matematico,



® risolvere il modello con una simulazione numerica,
@ ottenere risultati,
e  chiederci se i risultati hanno risolto il problema.

Lobiettivo & sviluppare un primo modello matematico, risolvere il problema e capire se & sufficiente
adeguato a darmi le risposte necessarie.

Si possono implementare diversi modelli:

Meno complessi Piu complessi
- meno accurati, - piu accurati,

- piu facili da risolvere.

- piu difficili da risolvere.
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Lingegnere parte dal modello pit facile, lo studia e lo migliora, cerca di entrare nel loop e di sviluppare
pit modelli matematici.

STAMPA 3D
Si parte da immagini mediche, si evidenziano organi di interesse e si riproducono. La tecnica € additiva:
si creano oggetti depositando strato dopo strato.
3D4MED: Laboratorio in collaborazione con S. Matteo; si parte segmentando I'immagine (CT) e si
stampano gli organi di interesse. Cio € utile per:

e  pianificazione chirurgica,

e  training,

® spiegazioni al paziente.
E possibile stampare anche materiale biocompatibile e usare cellule del paziente; tale tecnica & detta

bioprinting.
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OGGETTO DI INTERESSE

Il corpo € un porzione di materia che, in un dato istante di tempo, occupa una certa regione di spazio.
Se la regione occupata dal corpo & trascurabile (ed é riducibile a un punto) esso € chiamato particella.
Tutti i corpi non riducibili a singola particella sono detti corpi finiti.

Un corpo finito che occupa una certa regione di materia € detto corpo continuo.

Qualsiasi corpo soggetto a forze di nostro interesse & 3D. Il primo passaggio nella costruzione di un
modello di meccanica é capire come identificare un corpo 3D con qualcosa di astratto.

PUNTO MATERIALE
Il modello pit semplice € il punto materiale: oggetto che ha massa ma non volume.

SPAZIO DELLE CONFIGURAZIONI

Coordinate lagrangiane: numero di parametri indipendenti che definiscono la generica configurazione
del mio sistema. Esse sono anche dette gradi di liberta (gdl).

Si deve capire la posizione del punto nello spazio = si introduce il sistema di riferimento (SR).

Un punto materiale che si muove nello spazio 3D é caratterizzato da 3 gdl.

CINEMATICA
Studio del cambio delle configurazioni del sistema. Si puo identificare la posizione del punto con un
vettore. Si hanno 3 componenti — 3 gdl.

Posizione X(t) f
Spostamento  X.(x) - o
i | i il X= xlko) X (¥)
Velocita N ()= Xk )
4t
Accelerazione g )= XAt
e st
N.B. posizione iniziale: scritto in maiuscolo, x =

posizione finale: scritto in minuscolo.

FORZE
Per poi parlare di equilibrio devo prima sapere che forze agiscono sul punto.



VETTORE

NOTAZIONE INTRINSECA
Quando un vettore é scritto con una lettera (in grassetto o con un apice).

Tale notazione non dipende dal SR.
FoF

NOTAZIONE INDICIALE

Quando si scrive la generica componente del vettore.
Tale notazione non dipende dal SR.

Fe

NOTAZIONE INGEGNERISTICA
Quando vengono esplicitate le componenti del vettore.
Tale notazione dipende dal SR.

qu, o, Fy }

MOTO DEL PUNTO MATERIALE

Le forze sono interazioni tra corpi e causano il movimento del corpo.

Tutti i corpi vicini alla terra sono soggetti alla forza gravitazionale terrestre e, se non sono soggetto ad
altre forze, cadono verso il centro della terra con la stessa accelerazione g. [Galileo Galilei]

Sulle basi delle leggi di Keplero riguardo il moto dei pianeti, Newton sviluppd il suo piu favoso lavoro
“Philosophiae Naturalis Principia Mathematica”, nel quale descrive la legge di gravita e le tre leggi di
Newton, creando le basi della meccanica.

1LN  Ogni punto in uno stato di moto uniforme tende a mantenere il proprio stato a meno che non
intervenga una forza esterna.

2LN  Se al punto é applicata una forza, esso subirad un'accelerazione proporzionale a F attraverso la
Massa:
F-ma

3LN  Ad ogni azione corrisponde una reazione uguale e contraria.

Le tre leggi di Newton sono assiomi — possiamo testarne I'effettivita attraverso metodi sperimentali.

EQUILIBRIO

La seconda legge puod essere interpretata come legge di equilibrio = si ha una uguaglianza tra F e la
forza inerziale m*a.

Si puo anche vedere F come la risultante delle forze applicate al punto. Nel caso in cui l'accelerazione
del punto materiale sia nulla, lo € anche la risultante delle forze. Si parla quindi di statica.

Si ha:



Staticar: =0 R=o
Dinamica: I E RO R=pmaC

PRINCIPIO DEI VALORI VIRTUALI

Un altro modo per esprimere 'equilibrio di un corpo € l'utilizzo del principio dei lavori virtuali = ho un
sistema soggetto a forze, devo capire se € in equilibrio = considero degli spostamenti virtuali e ne
calcolo il lavoro.

Supponiamo di avere un punto materiale sul quale agiscono tre forze, calcolo il lavoro virtuale:

dW:2 Fodu » JWe (Faon)t (Fady)s (Fsdu)

Il sistema di forze & in equilibrio se la risultante delle forze e nulla.
Vogliamo dimostrare che un sistema di forze € nullo se il lavoro virtuale dW € nullo per ogni possibile
spostamento virtuale du e viceversa:

OJ\J'\]5 Z(FL du ) = );(Fcclu\:o Q|u_ = ) equilibrio => dW =0 Vd
JW ‘Z[F( du)= ( ZFt)cJu -0 Ydu dW=0 VYdu =y equilibrio

=3 ZF{ -0
(

N.B. Nel punto materiale non ha senso di parlare di lavoro virtuale interno perché non esiste il concetto di
deformazione ma in generale:

c“l\/ = CJ U\chk = ClU\Jmt

CORPO RIGIDO
Il secondo modello di meccanica € il corpo rigido. Per corpo si intende qualcosa che occupa una
regione dello spazio, qualcosa che ha area/volume.

DEF1 Un corpo é rigido se la distanza tra due punti si mantiene costante.

DEF2  Un corpo é rigido se non si deforma sotto l'influenza di forze.

DEF3  Uncorpo e rigido se l'effetto delle forze sul corpo non dipende dal punto di applicazione
ma sulla retta di azione.

N.B. In natura non esiste alcun corpo rigido cosi come non esiste alcun punto materiale.

PRINCIPIO DI TRASMISSIBILITA'
Il corpo rigido pud essere anche definito attraverso il principio di trasmissibilita: nel corpo rigido agiscono
forze in base alla loro retta di azione, non al loro punto di applicazione.



Corpo deformabile F DE, Q F
—>
Corpo rigido ¥ O Q r

CINEMATICA DEL CORPO RIGIDO

Si vuole capire quanti gradi di libertd ha un corpo rigido.
| corpi rigidi possono essere:

- 2D: qualcosa che vive sul piano,

- 3D: qualcosa che vive nello spazio.

In 2D di quanti gdl & dotato il corpo?

Il corpo & caratterizzato da due spostamenti
traslazionali e una rotazione — si hanno quindi 3 gd|
che sono caratterizzati da un vettore spostamento e un
angolo scalare.

In 3D di quanti gd| & dotato il corpo?
Il corpo € caratterizzato da un vettore posizione e un vettore
rotazione — si hanno quindi 6 gdl.
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CAMPO DEGLI SPOSTAMENTI
Nel modello di punto materiale lo spostamento era un vettore; nel modello di corpo rigido € un campo
vettoriale — in ogni punto del corpo posso parlare di vettore. Pud essere espresso come:

WP =U(fo) - x (P-P5)

UlP) = Le) + W x 1p-B)

Prima equazione: W € un vettore:
e il primo termine rappresenta la traslazione,
e il secondo € una rotazione che dipende dalla distanza dal punto
di rotazione.

Il corpo ha una rotazione attorno al punto Po.
Seconda equazione: W & una matrice 3x3 emisimmetrica (W = - W™).
Tutto questo vale sse vale l'ipotesi di piccoli spostamenti!

IPOTESI DI POCCOLI SPOSTAMENTI

Non si parla di piccoli spostamenti in assoluto ma di piccoli spostamenti in relazione alla dimensione
caratteristica del problema.

Il campo degli spostamenti (u) riscalato a una dimensione caratteristica del problema (L) deve essere
molto piu piccola di 1:

J_lu_“«/.l.
L

TENSORE DEL SECONDO ORDINE
Se prendo due punti arbitrari del corpo P e Po sufficientemente vicini allora si puo fare lo sviluppo in serie
della funzione u(P) trascurando i termini di ordine superiore.

P = W (F)+du | dx
Jdx %

=U(Po\+ Ql_\l (P‘Po)
X Po

= U LPO]'%' H ( P- Pa) H: matrice 3x3

W e H sono tensori del Il ordine.

Il tensore & una entita dotata significato fisico intrinseco,
indipendente dal SR e dall'osservatore.

11

O Il tensore del Il ordine & un'operazione lineare che prende un
vettore e lo trasforma in un vettore in modo lineare.



|l tensore pud essere descritto con tre notazioni:

INTRINSECA H
INDICIALE H Y
Paa Hay M
INGEGNERISTICA H=| H224 Ra,2 Ha>3
H 3 Ky H33

DA QUESTO MOMENTO IN POI STUDIEREMO CORPI RIGIDI 2D CHE SI MUOVONO NEL
PIANO E SI FARA L'IPOTESI DI PICCOLI SPOSTAMENTI.

Un corpo 2D ha 3 gdl:

e  2traslazioni,

° 1 rotazione.
Supponiamo che il corpo rigido ruoti attorno a un punto.
Facendo l'ipotesi di piccoli spostamenti si pud approssimare
la traiettoria circolare con la tangente nel punto. Quindi il
corpo rigido si muovera lungo la retta perpendicolare alla
retta congiungente i due punti.

Quindi, per convenzione, quando un corpo ruota attorno un punto si considera una traiettoria rettilinea.

y Q. CONVENZIONE
j\__) u: spostamento orizzontale
A v: spostamento verticale
¢: rotazione

Se consideriamo un punto Asiha:  un | ¥, ba

Se consideriamo un punto B si ha: Up .o, 06

Sono anche ammissibili: ua, n, NB

Non sono invece ammissibili: WA lq;nf,q;e;

Le ultime non sono ammissibili perché non sono tre parametri indipendenti e quindi non si potrebbe
scrivere tutto il campo degli spostamenti.

Consideriamo le coordinate Ua , ©s, @ . Per dimostrare che questa & una scelta corretta, prendendo
un generico punto B, devo essere in grado di esprimere lo spostamento del punto B in funzione di

LAh,nrpftc{")ﬂ



UB = WA + termine che dipende dalla rotazione

(o = N'n + termine che dipende dalla rotazione

dw= b

Si vuole capire cosa sono i due termini che dipendono dalla rotazione. Consideriamo:
Se = CPH 2

Chiamiamo la componente orizzontale (s € la componente verticale a5y
Si ha che:

LTE, = S SINT
€6 = S 08D
Quindi alla fine si ha:
Ue = Un + dp 20D

N = ATA+ Pa R 0os®

¢5=¢R

N.B. siamo riusciti a esprimere lo spostamento del punto B in funzione di Ua, nfg, <Pe ;

TRAVE

Dato che in un corpo rigido non conta il punto di applicazione e che ci
interessa solamente come si sposta si puo disegnare il corpo rigido con
un segmento chiamato trave.

Una trave € un corpo che ha due dimensioni trascurabili rispetto alla
terza.

VINCOLO CINEMATICO ASSOLUTO
Si intende un qualcosa che limita lo spostamento di un corpo, in particolare quello assoluto.
Si parla di:

e  simbolo, rappresentazione grafica,

@ equazione,

e  ordine (S): numero di gdI che il vincolo riesce ad eliminare.



Esso puo essere:
e  semplice (S =1), se elimina 1 gd|,
e  doppio (S = 2), se elimina 2 gdI,
e triplo (S = 3), se elimina 3 gdl.

PENDOLO: impedisce lo spostamento nella direzione dell'asse del pendolo. d

Vincolo semplice = ¥ =0

AL SR}

L |
.0 o e=0 A C

AR RASN

Per capire qual & una scelta ammissibile di coordinate lagrangiane, un modo efficace per procedere &
disegnare la generica configurazione spostata.

C e
OSS: se due pendoli che hanno gli assi che si incrociano, Y.
c L x . N - I A
il punto nel quale si incrociano é detto centro di | \
rotazione; tutto il sistema ruota attorno a tale punto. I 3 \
|
I . "
|
|
| i .
1 :
B \

reiy
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CARRELLO: impedisce lo spostamento nella direzione ortogonale all'asse di scorrimento.

Vincolo semplice = sld_ g éj K

V2T, rrry

CERNIERA: impedisce gli spostamenti.
Vincolo doppio = $=0 % f E o
I N

Le seguenti strutture sono equivalenti al vincolo cerniera.

e il carrello ad asse verticale impedisce la traslazione verticale,
e il carrello ad asse orizzontale impedisce la traslazione

orizzontale. Q

'

riir

Quindi sono vincolate le traslazioni.

e il pendolo ad asse verticale impedisce la traslazione
verticale,

e il pendolo ad asse orizzontale impedisce la traslazione
orizzontale.

Quindi sono vincolate le traslazioni.

PATTINO (O DOPPIO PENDOLO): impedisce uno spostamento e la rotazione.

I
d
i

Vincolo doppio = { ¢)“0

oy Fris

ES: vediamo i possibili spostamenti delle sequenti configurazioni.
ua
-4 | 61
@ i g .Q 16 Np = O
Pz
! 1
ﬁs d
@ : SP\ =5




DOPPIO PATTINO (O DOPPIO-DOPPIO PENDOLO): impedisce la rotazione.

Vincolo semplice = (1) =0 :%:

L7

£r42

INCASTRO: impedisce completamente lo spostamento e la rotazione.

830
Vincolo triplo = $=0

YAV,
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VINCOLO RELATIVO
Supponiamo di avere due corpi rigidi nel piano. La struttura & dotata di 6 gdl.
Un vincolo relativo € un qualcosa che limita lo spostamento relativo tra due punti del sistema. Esso puo
essere:
e  semplice (S=1), seelimina 1 gdI,
e  doppio (S = 2), se elimina 2 gdI,
e triplo (S = 3), se elimina 3 gdl.

PENDOLO INTERNO: blocca degli spostamenti relativi lungo una direzione.
; , d _
Vincolo semplice = A Se¢r = QO

La struttura e dotata di 5 gdl.

Se conosciamo questi conosciamo anche lo spostamento
verticale di B quindi anche di C; mancano quindi Uc ,q);
= la struttura ha 5 gdl.

Prendendo come gd| Ua, N8, <bp i |
B

CERNIERA INTERNA
Vincolo doppio = ASco =0

La struttura e dotata di 4 gdl: inizio considerando solo il
corpo |, scelgo come coordinate lagrangiane ug,(ﬁ.(bﬂ;
considerando ora il corpo Il noto che esso pud ruotare
quindi le mie coordinate lagrangiane sono:

UA, N R, Adr-x

DOPPIO PENDOLO INTERNO

AS§=0

A#GF :O

Vincolo doppio = {

INCASTRO INTERNO

d
Vincolo triplo = ASEFl=O
Adber = O

1]

Ogni vincolo assoluto ha il suo corrispondente vincolo relativo!

Un modo efficace per capire le coordinate di un sistema fatto da piu corpi € quello di prendere gli
spostamenti assoluti di un tratto e gli spostamenti relativi di un tratto rispetto all‘altro.



CATENE CINEMATICHE
Rappresentazione del campo degli spostamenti.

Vediamo un esempio:
WA= B = U =WUD

V|
‘\rﬁ A B C D ,
; 8:8 .‘ —
: | ; ! >
: 1 1] 5
| \ i
I 1\[}5 I No
A.ﬁ-\] Ne 3
OSS: la struttura di quanti corpi rigidi € composta?
Potrei dire 1 ma anche 2, 3, ..., oo dipende dall'interpretazione che voglio dargli.
2 2 L
Yo -3 - —— ____.I;" — ;‘\ —_— S— . “f/\
A S e D
/ ]
/8—8 o ; -
1023
In questo caso & piu comodo considerare due tratti:
e tratto AB
e  trattoBD
In A abbiamo un vincolo esterno doppio pendolo = vincolo doppio
In B abbiamo un vincolo interno cerniera = vincolo doppio
In C abbiamo un vincolo esterno carrello = vincolo singolo
Si hanno quindi 6 (gdl) - 5 (vincoli) = 1 gdl
Vediamo le catene cinematiche:
, A () c D
58:8 O ; !
|
I I
A | , 7777 |
| | l :
| 1 : :
A 2 | |
N N® [ |
| @ [ 4
: 7
ND
D'I

C non si muove perché é presente un incastro interno.



EQUAZIONE FONDAMENTALE
Ci permette di classificare le strutture = 3t-s=1-1i

t  numero di tratti di cui € composta la struttura,

3t  numero di gdl della struttura senza vincoli,

s  ordine totale dei vincoli = potenza che i vincoli hanno nell'eliminare i gdI,

| labilita del sistema = numero di gdI della struttura vincolata,

i ipervincolo = ordine dei vincoli che posso eliminare senza alterare la labilita del sistema.

\%
o

=

NN

H

NN\
g8
O

%-3=%4-2=4
-C=A => L=2-1=A

Abbiamo un vincolo che non svolge correttamente il suo lavoro.

3t -3=34-3=0

ASS\N
0
R>

i

2-(=0 => &=\
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CLASSIFICAZIONE DELLE STRUTTURE
Dall'equazione fondamentale 3t - s = | - i possiamo classificare le se strutture:

gt-s>0 = 1>0 Struttura labile (o ipostatica): struttura dotata di cinematismi, che si
puo muovere.

dt-s<0 = i>0 Struttura ipervincolata (o iperstatica): struttura di vincoli superflui dal
punto di vista cinematico.

St=g=0r—= 1= =0  Struttura isostatica (o isocinematica): struttura non dotata di
cinematismi e senza la presenza di vincoli superflui (struttura
perfetta).

>0  Struttura che e contemporaneamente |abile e ipervincolata.

SN

E—4 !

-5 =2H-0=4

= Q> o - struttura labile

ﬁ
O

2 -s=3-3=0
= L=C(= 2

e evidenteche L =v= A

Z|
A-3=2-4=—1 7|
_ “~— indica che sono 77
= L>0 presenti vincoli inutili
C=f
L=7

L'utilizzo della equazione ¢ utile ma non da tutte le informazioni.

AN
0.

23 =35-5=0

APy

Posso avere due casi:

: = 0 isostatica
L=y ad. 3 1.
> 0 labile o ipervincolata



METODO ISPETTIVO

Metodo qualitativo e non analitico (non garantisce la soluzione esatta). Guardando la struttura si cerca di
capire se tutti i vincoli sono utili; si cerca di degradare la struttura per vedere se si introduce labilita.

NN
NN
O

é. !
ey

Siintroduce labilita: | = 1

1]

y—a 2 2

fFde fAlr

AN

Si introduce labilita: [ = 1

B>

s\

4

Si introduce labilita: | = 1

Con il metodo ispettivo si conclude che i = | = 0 dato che se tolgo un vincolo si introduce labilita.

METODO GRAFICO
Metodo analitico. Si basa sui seguenti teoremi:

TEO 1 Un sistema rigido costituito da n tratti € labile sse per ciascuna coppia di tratti rigidi i e j, i
centri Ci, Cj, Cij risultano allineati.
TEO 2  Un sistema rigido costituito da n tratti (n > 3) & labile sse per ciasuna terna di tratti rigidi i, j e
k, i centri di rotazione relativa Cij, Cik e Cjk risultano allineati.
A 5
.fp ! C = g
@ ,
;p O @ qj Ca=A
] b Ci=C
A &) C Ca2= R

Per avere un moto relativo tra il corpo 1 e il corpo 2, i centri C1, C2, C12 devono essere allineati.



Catene cinematiche:

@ ©)
2p 0 o
A B a
t\r /
g
P\/\ C,|
E'\: I | N |
Ca ©) E)
Zlo oc La struttura non € dotata di cinematismo dato che i
z b AL e : { :
A centri di rotazione non sono allineati.
==
@
i HEF:T)

NN

Lo si puo capire anche dal metodo ispettivo eliminando il vincolo cerniera interna.

@ &
4'@ 1)
Z h Togliendo il vincolo cerniera interna la struttura e
A dotata di 2 gdl.
@
£ 1
WA\
ES: centro di rota )

/If\_rwﬁ 'S . E) C =S8
2T '

717



A B 3

B:a . = &4 il centro di rotazione coincide con un
punto della retta orizzontale all'infinito

|

W

Quindi anche un doppio pendolo (che ha rotazione nulla) ha un centro di rotazione che pero é all'infinito.

58289 - OE) = C o
7717
e S =0 =i
t=2
=t
£ RS = A =% 230 struttura labile

Catene cinematiche:

Chr = Soe

4] il r I I O
;m o d éi’ : Ca €1d (posso supporre C2 = C)
g
| |
: Ca | Gy Nz | Ciz =B
' |
| I
| : | I = i centri sono allineati quindi la
i} | | ' I struttura é dotata di cinematismi
l | : | (ha labilita 1)
| [ y I
I Al |
A | q) l
.‘ | & I |
! I
! ! l'
| | | ——
A B C D] 17



METODO ANALITICO

Si basa su una serie di step:

1. siconsidera la struttura senza vincoli,

2. siscelgono delle opportune coordinate lagrangiane,

3. siscrivono le equazioni di vincolo (codizioni imposte dai singoli vincoli agenti sulla struttura reale),

4. siri-scrivono le equazioni di vincolo in funzione delle coordiate lagrangiane = si ottiene un sistema
di equazioni lineari del tipo Ax = 0,

5. sistudia il rango della matrice A.

= 0 — struttura isostatica
> 0 — struttura labile

| = dim(A) - r(A) [

A5=B+3FQ

— sjituazione ambigua

A 2-120
Ass B

struttura senza vincoli

qd!
VNN

equazioni di vincoli
vincolo cerniera in A up =0

Nj=0 5=%

vincolo carrello a scorrimento orizzontaleinB Ny = O

equazioni in funzione dei gd|

up =0 oK &=
Np =0 OK => Np=0

N=0 = pnNatdaL=0 NA+ dAR = O



sistema lineare

Ll B o
O Al 1o
| O 4 Q2 |
dex (A= 2O

2= dimip) - TR =

na |

A

$h |

=>

((AY) = 2

— struttura isostatica

Ol 151N

N OO

X

= 0L O
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EQUILIBRIO DEL CORPO RIGIDO
Per parlare di equilibrio bisogna capire quali sono le tipologie di azioni che possono agire sul corpo.
Considereremo:

forze concentrate: vettore applicato a un punto,
coppie concentrate,
sistema di forze concentrate, ] e qumdl importante introdurre il concetto di

sistema di coppie concentrate, risultante di forze e coppie concentrate
sisemi di forze e coppie equivalenti: equivalenti perche caratterizzati dalla stessa risultante e

dallo stesso momento risultante.

A A A A 2 ’)
A /{L

/ r a e
> ot

R-=-0

Assioma di equilibrio: Un corpo rigido € in equilibrio se e solo se {

M=o

Un corpo rigido 2D é in equilibrio sse ha:

2 equazioni di equilibrio alla traslazione,
1 equazioni di equilibrio alla rotazione.

Un corpo rigido 3D & in equilibrio sse ha:

3 equazioni di equilibrio alla traslazione,
3 equazioni di equilibrio alla rotazione.

0SS: C'é dualita tra il mondo della cinematica e quello dell'equilibrio. Un esempio si vede nel modello di
corpo rigido in cui si hanno traslazioni e rotazioni nella cinematica che nel mondo dell'equilibrio si
traducono in forze e coppie.

Quindi si ha equilibrio se valgono:

R=0 R- ZF{ =0

M=o H=§-H5+waﬁ=o



Vediamo se sono soddisfatte le equazioni di equilibrio:
2Fx =0 Ok "
- - y tutte e tre le equazioni sono nulle
Fy=0 —F+2F-F=0 Ok e 0
= sistema in equilibrio

l
2 Mc=O F2 -lavikl =0 oK
2.

EFFETTO STATICO DI UN VINCOLO

Il vincolo ha un effetto cinematico e un effetto statico. Per effetto statico si intende che un vincolo
reagisce ovvero che esso € capace di indurre una forza.

£5: se tengo la mano sopra un tavolo (senza toccarlo), esso non esercita alcuna forza sulla mia mano; se
la metto sul tavolo e spingo il tavolo esercita una forza non nulla.
Quindi il vincolo esercita una forza se si cerca di violare tale vincolo.

Disegno le possibili reazioni del vincolo; dipendono se la struttura sta cercando cinematicamente di
violare il vincolo.

U

|

L ]

- = 1

Ha  \g 2
Ma
Ha =0 equazione alla traslazione orizzontale
Vi 0 vl P equazione alla traslazione verticale
Ma-F2 =0 equazione alla rotazione (polo A)



Impongo l'equilibrio sulla struttura per il calcolo delle reazioni vincolari:

Ha=0
Va=F
Ha=TF¢e

Disegno la struttura con le azioni e le reazioni vincolari trovate:

| passaggi sono:

disegnare la struttura con i possibili sistemi di reazioni vincolari,

scrivere e risolvere le equazioni di equilibrio,

ridisegnare la struttura con le sue reazioni vincolari,

controllare che la struttura con le reazioni vincolari calcolate sia effettivamente in equilibrio.

i G I et

Riprendendo il discorso dell'effetto statico, abbiamo capito che se un vincolo blocca un gdl, € in grado di
indurre la corrispondente reazione vincolare.

t:
A CL B
A 4y
/177 1177

HA C &

® in Aho una cerniera che blocca lo spostamento verticale e orizzontale,
®  inB houn carrello a scorrimento orizzontale che blocca lo spostamento verticale.



2. Scrivere e risolvere le equazioni di equilibrio (polo B):

Ha =O Ha=O
VA +F V=0 Va= _F
<

-Vpl _F2 - 0O VBJE
2z oy

4. Controllare che la struttura con le reazioni vincolari calcolate sia effettivamente in equilibrio

ZF~;=O -+ F-E =0 o'
2 2

2 Mg=0 g l¥%e 1o lgw
2 2

4' } l
/|
A S 5
\n\ 'l
TS ey N
-—>( l b é‘(t t :
HA A 1 Hs 2& V R

\“Gzi:jws- di AS su SB
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¢/ 0
F
7 § 5 € D\L T
58:8 é O : é
Vo4 s
reazioni vincolari /P:_‘;\
1+ '‘H R R
o= £f : = = : :
& B L4 fie HC ¢ D t
A
equazioni di equilibrio A Vis N | RS F NE
He= 0O gf ; }' I ‘l/ +
A B e 6 D =
Ha=0 A
calcolo I'equlibrio attorno ad E: E
A i F ANE
\IQ—F.@.:O s \JC=E } + {
2 X C D €
calcolo I'equilibrio alla traslazione verticale del tratto II: F o
E 45 \J E 2 F == \‘ G = E f]\ L ¢ F /ﬁ|‘ 8
2 2, : \ {
1 D |
verifico che il tratto Il si in equilibrio:
2Fx=0  ox!
2Fy=0 E ABclE 20 Lok’
24 oL
ZHbzo LE & aEC 1 ok
2 Car'y
vediamo il tratto I: ( T | l
- A ® c
Vy-FE=0 -» \Un:= F TR
ol



calcolo I'equazione di equilibrio alla rotazione (polo A): = | 2

MA+EQ - F28 <O > Ha- FE A B el
& ~ < N\A
si ottiene:
p2 E: 1, 142
F2 | E ———_
- A B ¢ C D €
OSS: La formula 3t - s = | - i € fondamentale sia per lo studio della cinematica, sia per I'analisi statica

dato che rappresentano:
e 3t # equazioni di equilibrio del sistema,
e s:#incognite del sistema.

=530 )0 Struttura labile (ipostatica) si hanno troppe equazioni rispetto al numero
di incognite.
= non & garanito I'equilibrio.

o

4 b | Si hanno 3 equazioni di equilibrio e 2 incognite quindi
4 non é detto che sia in grando di soddisfare la condizione
di equilibrio, dipende dalla condizione di carico.
F : 7
710 : struttura in equilibrio!
Ve
¢ F
ﬂo , La struttura € in equilibrio sse F=00 1= 0.
dt-s<0 = i>0 Struttura iperstatica (ipervincolata): equilibrio sempre soddisfatto
ma non si riesce sempre a calcolare le reazioni vincolari.
/ | G 6 C Ho 3 equazione e 4 incognite; I'equilibrio non é sufficiente
71 éé per calcolare le reazioni vincolari.




qt-s=0 = I=ij >0  Struttura che & contemporaneamente labile e ipervincolata quindi
puo essere in equilibrio (dipende dalle condizione di carico) e se lo e
non é possibile determinare le reazioni vincolari.

=0  Struttura isostatica (o isocinematica): struttura perfetta dal punto di
vista:
e  cinematico perché ogni vincolo funzione bene,
@ statico perché il sistema ammette una e una sola soluzione
(il rango della matrice A € massimo) — indipendente dal
carico applicato (le sole equazioni di equilibrio deteminano
le reazioni vincolari).

Ll
»
il
O

.3 | A2 R 20 R

&

7/

Il mondo della cinematica e quello dell'equilibrio sono duali I'uno dall'altro; & su tale duaita che si basa il
principio dei lavori virtuali.



23 aprile 2021

CARATTERISTICHE DI SOLLECITAZIONE

Si intende delle informazioni su come parti diverse della struttura interagiscono. In particolare, se ho una
struttura e considero una sezione S, le caratteristiche di sollecitazione sono le azioni che due parti della
struttura si scambiano attraverso la sezione.

B S ¢ VS A s Hy- <
;l 1 ! } A W . é—f —
7| A S LS MS 8
\S
:,‘E_ - \J . v : km/
<, %2, caratteristiche di sollecitazione
CONVENZIONI

Considero un elementino di trave (o coccio di trave)

s . :
A § Ms Ns': sforzo o azione normale
T \ | 7 NS Ts': sforzo o azione di taglio
NS . S 'S Ms'": sforzo o azione flettente
S T |

PO

E' estremamente importante per capire quale tratto della struttura & piu soggetto a sollecitazione quindi
dove potenzialmente andrd a rompersi.

EQUAZIONI INDEFINITE DI EQUILIBRIO DI UNA TRAVE
Prendo un coccio di trave e impongo I'equilibrio richiedendo che la dimensione del coccio vada a 0.

—>— | PX)
Ly v | 9x)

} carichi che agiscono sul coccio

’ Hs'
A\ | an
== ' NS
NS r 7? \
Ms TS
<—> dy
&> lhx — bfactin
Equilibrio:
Stx=0 Ns'— NS + j P (x)dx =0 equazione di equilibrio alla traslazione
Jx orizzontale in forma algebrica

Ng = Ny

termini di ordine superiore
Ng' = N (¥rdx) = Nx)+ g_n\ QX + Y-
X

che posso trascurare



N Y AN dx —N(X) + PONAX + X. =0
N \

%9& : PCX\F}W =0

0
Z

4 P ol L Tl f= e equazione indefinita di equilibrio
alla traslazione orizzontale in
forma diferenziale

i

EFq:O Tevl Tsl 4 Lx O](x\c:lx )
TOr4dx) -Tex) + qutx\cﬂx = &

Ty ATV TN\ x Q) X = O

T'xlQ =0

SMg=0  Ts'dx +m‘—Lqu\dx bX —My=0
K

loLx)
L TON 4T x Tk Mo + My - Ao dx dx  —yix
[ +T' dx ] M) % x) dx 2X MK )

— T ¥ +T‘9L>(Z/+ M'dx— Qdx*
Z
H'aX T4 = O
: /

M'-T=0

= le equazioni indefinite di una trave sono:
N' + e = O
T'+q =9
EARGELY,



FS: rralealare le raratterictiche Adi eollacitazione dAealla cananienta ctrittiira in S
:K(Q. CQICOIdNe 1€ CArdtl ISLICTIC Gl SONSCIHULI0NE UehCU Sel Ut LT ol uitLuiQy il O.

Si hanno 2 metodi: B S \L B
1. considerare prima il tratto AS e calcolarne I'equilibrio 4 | =
. . |
poi lo stesso con il tratto SB,
2. calcolare N(x), T(x), M(x) e poi sostituire x = 2

&

Utilizziamo il secondo metodo:

N‘+F:o EARNaZREARNER SR

2o

per capire quanto vale N devo considerare le condizioni al bordo. Si ha che N =0

B | F
/ O
oL
nNex) 4
:Q_ > x

T‘+&:O S T D | =3 1=2C2% =5

considero le condizioni al bordo di un elementino di trave:

$ L

] { 6 ’ffl\
mmmmmEmL ‘
~3_ 1 W21 [ St

qui non ci sono caratteristiche di
sollecitazione perché dopo S' non c'é niente

Ca-F =0 =>Cs=F

NN

A |-F
/ I‘ 2
/
Tee) A0V (convenzons- )




H\,L: O = MH' =F = = Fx =+ C3
=%
B i
1 {2
2
co O il diagramma del momento si disegna
m\ sempre dal lato delle fibre tese
2 K | 1 1]
Moo Y

o)
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Si deve prima fare I'analisi \1/ =

cinematica e statica. | A & c D
S O i A
| A

ANALISI CINEMATICA ... vy P e

ANALISI STATICA S S S S A

struttura con reazioni vincolari

verifica

= v =0 | or!

Z\_:b[:O F _F «~ = 0 OL(.'

=
2

C Mo=90 5 A1 0 =9 ok
=

L
)

CARATTERISTICHE DI SOLLECITAZIONE

N‘ip:o P;O N = RS
Tiiqzo Q=9 1 = cosNxt
MY -T = O M = A

sforzo di taglio

Per calcolare il valore di T devo considerare i tratti:

e JAH
e [BC]
e ICE
e |ED

| tratti |A, B[ e |B, C[ sono scarichi quindi T = 0.



Considero il coccio di trave in C:

Vs = 5

Fa /)

Considero il coccio di trave in D:

|, T=-F

(VA3

Considero il coccio di trave in E:

a sx non metto le caratteristiche dato che il
tratto precedente & completamente scarico.

a sx la freccia dovrebbe essere verso l'alto
quindi aggiungo un segno negativo.

F
\’ 2l TXl =2
72 15 > Ty =9
2 WM\ =20 — btw NUno
=
Ik B c v b
e O i A
- NSy
T— /\ /¢ ¥ o7 o
'F/.-?. i 3 1 1
1
i : : =t
I I X
0 2 R 1%
"F-/Q, I 7 . S
sforzo flettente
NB: il diagramma si traccia dal lato delle fibre tese!
Considero i cocci di trave:
ME ™
) 1) V% Mefe.o  werg
C'i‘ E— = ha -



eV C04%  -Met+EL -0 Me-s
(t—+ D L 4
K—--r-—X
' Be . _§£Q _o
EQ:T ] j . ¢ g
- S
ks 5 SEEAEEG
aEEmEERaRERErORECEPY
14 l70 0
\// h}h)(
Fe |
a4
Moy

CORPI DEFORMARBILI - TEST DI TRAZIONE
| corpi deformabili sono corpi non rigidi.

| test di trazione sono dei test che si fanno in laboratorio per caratterizzare i corpi deformabili.

La risposta di un oggetto dipende fortemente dalla natura di un materiale; ad esempio, se faccio cadere
un bicchiere di cristallo e uno di argento quello di cristallo si rompe mentre quello di argento no.

220

Per quanto riguarda i tesstuti biologici la :z }
faccenda si complica ulteriormente. Ad el

esempio l'aorta € caratterizzata da risposte
alla trazione differenti a seconda della sezione
che viene prelevata.

Cauchy Stress o (kPa)

: i Intima
i A

e (ircumferential model response
===== Longitudinal model response

Adventitia

Stretch A



Force Measurement

Per determiare se un corpo & deformabile, si prende un campione Grips for
e gli si applica una forza. e
La macchina di prova & una macchina che ha due afferraggi o
all'interno dei quali si inserisce un provino a forma si osso si cane.
Generalmente uno dei due afferraggi € fermo e l'altro tira il

provino.

Si misura la forza e I'allungamento tra due sezioni.

Test Specimen

Constant Rate
of Motion

Consideriamo tre provini dello stesso materiale ai quali applico la stessa forza:

F < >F 0o A

Dal diagramma forza-allungamento é evidente che c'e dipendenza dalla geometria del provino.
Quindi, in questo caso, non siamo riusicti a caratterizzare il materiale. Per farlo bisogna indrodurre due
concetti:

e  stato tensionale (o stress) interno o = &

Ao

e  spostamento relativo (o deformazione) interno £ = A2

Lo

Se faccio il diagramma stress-strain per gli stessi tre provini precedenti le curve coincidono!

F<( C>F e °4

Fé( G?F -2 BB = 10Ol




Quindi per caratterizzare il materiale si deve fare un diagramma stress-deformazione.

Vediamo una curva tipica di un provino in acciaio: e
e Ow:tensione a rottura, A
® lacurva e inizialmente monotona crescente — Ou |
significa che per avere allungamento si deve
incrementare la forza, OrR | - ——2 - - . -

e  (Gu e il punto limite oltre il quale il corpo si
sfibra — tensione ultima,

e Op indica il limite di proporzionalita ovvero fino
a che valore di carico il materiale ha un “E
comportamento lineare.

O'P .

E' anche possibile fare delle prove di trazioni cicliche con il valore massimo che aumenta. Esistono due

regioni molto diverse: G

A

®  unaregione in cui se scarico o carico
descrivo sempre la stessa curva — regime
elastico, 6 L - —

®  unaregione in cui se scarico o carico
descrivo due curve molto diverse —> regime
inelastrico. : g

7
&
Esiste un punto detto limite elastico in cui si ha la transizione tra comportamento elastico e inelastico.

Il vetro & detto materiale fragile — non ha riserve inelastiche.
L'accaio e detto materiale duttile — ha riserve inelastiche.

E' ora necessario creare un modello costitutivo (o legame costututivo) cioe un'equazione che descrive |l
comportamento del materiale. In questo corso trascuriamo completamente il regime inelastico.

Il tratto elastico € il tratto in cui la curva di carico e scarico coincidono quindi € caratterizzato da una
relazione biunivoca — si utilizza una funzione che lega G e &:

G =a/(e)

Nel caso piu semplice,

gelcie
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PROVE DI TRAZIONE

Per poter caratterizzare un materiale si puo usare la prova di trazione; l'obiettivo & quello di
diagrammare il comportamento del materiale. Data una curva stress-strain, si possono individuare diversi
comportamenti del materiale, come il regime elastico e quello inelastico.

Nel comportamento elastico si distinguono un comportamento elastico lineare e un comportamento
elastico non lineare.

Noi siamo interessati a capire come si comportano i diversi materiali e a trasferire le evidenze sperimetali
in un modello — scrivere un'equazione:

S =S (& \ 1= E ( Q) Material E in MPa
E: modulo elastico (di Young) — rappresenta la itlm] o éiig
pendenza del tratto elastico lineare. Un modello con E C;t::::m 0; ‘P
elevato (molto pendente) & un materiale molto rigido. Wood (in fibre direction)  0,7... 2,0-104
Cast iron 1.0-10°
Copper 1,2-10°

ﬁ Brass 1,0-10°

Sottoponendo un provino cilindrico a una prova di trazione, quando esso sta
>< collassando, si ha una localizzazione delle deformazioni — cambia molto la sezione.

-

A questo punto ci si chiede se il diagramma stress-strain va fatto con la sezione iniziale o quella finale. Si
hanno comportamenti molto differenti:

G -
A Greue = % tensione vera
tensione nominale (curva ingegneristica)
GNom = =
As

Gesso e vetro hanno un comportamento elastico e poi si
rompono all'improwviso (comportamento fragile) — la
sezione iniziale e quella finale sono molto simili.

Un metallo ha un comportamento elastico-plastico-duttile,
riesce a deformarsi molto — ha I'effetto di strizione.

T —
——

' @ (b (©



o, (MPa)
1500 Nickel-chrome steel
o In figura e rappresentato il comportamento di diversi

1200//N heat-treated metalli. | pit duttili sono quelli che stanno in basso.
goolf Cold-rolled steel M

edium-carbon steel,
annealed

Hard bronze
Low-carbon
steel

J

600

/SDﬂ brass

/ Annealed copper
| | | | |

10 20 30 40 B0 P

300

Un'altra caratteristica che hanno i materiali € la Vi
viscositd — la risposta dei materiali dipende dalla de/dt & e ]
velocita di carico; piu velocemente applico il carico W i d -
su un materiale, piu il materiale ha una risposta

rigida. 10 - 1-1500s  4-0.1/s
2-3005  5-00lSs
/ 3-1s 6 -0.001/s
0 I [ ! [
0 0.4 0.8 1.2 1.6
e [%l]

La prova di trazione € il primo esempio di modello di meccanica di un corpo deformabile.
e |potesi di cinematica: tutte le sezioni trasversali del provino si comportano in maniera uniforme.
e  |potesidi equilibrio: lo stato tensionale della sezione trasversale & uniforme.
e  Legame costitutivo: prova di trazione per ricavare 'andamento G- £.

Esistono numerosi altri test per caratterizzare la risposta di un materale:

TENSION COMP RESSION

UNIAXIAL TEST

1

Z
BIAXIAL TEST ] o

S r

L, il

'|L’il IEEENE
VOLUMETRIC TEST

; i /

i | T



MATERIALI TRADIZIONALI: METALLI E LEGHE METALLICHE

METALLI
e  Buoni conduttori di elettricita e calore, non trasparenti alla luce.
e  Piu utilizzato: ferro, in quanto base per l'acciaio.
8 Altri metalli utilizzati: alluminio, rame, titanio, ...

LEGHE METALLICHE

Costituite da uno o pit metalli con aggiunta di elementi metallici o non metallici (boro, carbonio,
magnesio, rame, cromo, nickel, etc.). A seconda di quantita e combinazione degli elementi cambiano le
caratteristiche della lega, migliorandone resistenza a sollecitazioni meccaniche, alte temperature,
corrosione, duttilit:

Ferro: Oy =60 M Pa

Ferro + carbonio : 0¢ = 300 MPa

Ferro + carbonio + altri elementi : Gg = 600 MPa

Ferro + carbonio + altri elementi + trattamenti: G = 1000 MPa

| trattamenti possono essere termici o meccanici (tempra, estrusione, trafilatura, etc.)

CARATTERISTICHE DI ALCUNI METALLI E LEGHE A BASE DI FERRO

Materiale ' P E o, OR €R v O
[kg/m®] [GPa] [MPa] [MPa] [%] [-] [°C~'107%]

Ferro 7870 207 130 260 45 0.29 11.8
Acciaio basso % C 7860 207 295 395 37 0.3 11.7
Acciaio medio 4 C 7850 207 350 520 30 0.3 11.3
Accialo alto % C 7840 207 380 615 25 0.3 11.0
Acciaio inos. ferritico 7500 200 345 552 20 0.3 10.4
Acciaio inos. austenitico 8000 193 207 552 GO 0.3 16.0
Accialo inos. martensitico 7800 200 275 483 30 0.3 9.9

CARATTERISTICHE DI METALLI NON FERROSI

Materiale P E o, on €R 7 O
[kg/m®] [GPa] [MPa] [MPa] [%] [-] [°C'107%]

Alluminio (> 99.5 %) 2710 69 17 55 25 0.33 23.6
Alluminio lega 2800 72 07 186 18 0.33 22.5
Rame (> 99.5 %) 8940 110 69 220 45 0.35 16.5
Ottone (T0Cu-30Zn) 8530 110 75 303 68  0.35 20.0
Bronzo (92Cu-8Sn) 8800 110 152 380 70 0.35 18.2
Nickel (> 99.5 %) 8900 207 138 483 40 0.31 133
Argento (> 99.5 %) 10490 76 55 125 48 037 19.0
Titanio (> 99.5 %) 7500 107 240 330 30 0.4 9.0

* massa volumetrica
O Y tensione di snervamento
871 deformazione a rottura
A . coefficiente di dilatazione termica

£ modulo di elasticitd
G tensione di rottura
V. modulo di Poisson



MATERIALI TRADIZIONALI: POLIMERI
Materiali con struttura costituita da lunghe catene molecolari; sono utilizzati negli impieghi ingegneristici:
e termoplastici: se riscaldati si ammorbidiscono e fondono, ma se raffreddati tornano alle
condizioni iniziali,
e termoindurenti: se riscaldati al di sopra di opportune temperature, subiscono modificazioni
chimiche e non tornano piu alle condizioni iniziali,
e  elastomeri: (gomma naturale) comportamento gommoso e possibilita di deformarsi anche del
100%-200%.
Generalmente, sono ottenuti per sintesi chimica da prodotti del petrolio. La forma finale pud essere
anche molto complessa, e viene realizzata attraverso una o pit operazioni. Sono caratterizzati da una
elevata flessibilitd con grandi deformazioni elastiche. Hanno lo stesso rapporto resistenza/peso dei
metalli; peso pero decisamente inferiore:

fOPOLd {onOf/l (c%\a] PHLL = 2.3 [C&MB] [’Jﬁcc =19 [c%\ﬁ]

Hanno un'ottima resistenza alla corrosione.

| fenomeni viscosi si manifestano anche a temperatura ambiente, proprieta fortemente influenzate dalla
temperatura e dalla velocita di carico.

Le proprietad meccaniche sono caratterizzate sempre dagli stessi parametri usati per i metalli (modulo
elastico, sollecitazione di rottura statica e a fatica, etc.). Il campo di variazione dei parametri € pero
molto piu esteso che nei metalli.

| polimeri con stessa composizione chimica possono avere catene molecolari di lunghezza diversa (ad
esempio per trattamenti termici) e quindi caratteristiche diverse. Sono inoltre caratterizzati da una
notevole variabilita dei dati disponibili in letteratura.

CARATTERISTICHE DI ALCUNI POLIMERI

Polimero | Stato 0 E TR €n f A a
[kg/m®] IGPa) [MPa] [%]  [°C] FC]  [PC 11079
SR TP Alta densita AED O E = 99 9 1019 ; 10 a= A
Polietilene 20-80%. cristall 052-965 1.07-1.09 22-31 10-1200  -90  130-137 60-110
(U=-3U/0 enstallimo

B?IHH:—I (|<—‘!1§-i!."-|

o . 917-932 0.17-0.28 8.3-31 100-650 -110 98-115 100-220
10-50% eristallino
* massa volumetrica Tg - temperatura di transizine vetrosa
£ - modulo di elasticita Thax: temperatura massima
QR tensione di rottura K" conduttivita termica

ER deformazione a rottura



MATERIALI BIOLOGICI

Noi siamo interessati a due tipi di materiali:
e  artificiali, usati per le protesi,
e  biologici.

| materiali biologici sono molto complessi dato che sono materiali vivi e sono tutti diversi tra loro. Ad
esempio, se prendo due campioni di aorta dello stesso maiale, essi sono diversi; se prendo due sezioni di
aorta nello stesso punto da due maiali dello stesso allevamento e che hanno mangiato le stesse cose,

essi sono diversi.

La geometria del materiale
biologico &€ molto complesso, inoltre
la sua composizione non &
omogenea, ¢ diversa in ogni punto.

* Branctes of
Darcates
bicsod vesssis

Si parla di:
e  materiali isotropi: quando la sua risposta meccanica non dipende dalla direzione lungo la quale
lo tiro,
e  materiali anisotropi: quando la sua risposta meccanica dipende dalla direzione lungo la quale
lo tiro,

e  corpo omogeneo: quando le proprieta del corpo sono costanti.

Le valvole hanno una struttura molto complessa e sono
anche composte da materiali differenti.

Cusp Free Edge

Ventricularis

La testa del femore € composto da una zona pit densa
(tessuto coticale) e una pit rada (tessuto spugnoso o
trabecolare). Quest'ultimo possiede comportamenti molto
diversi a trazione e compressione.




200 Apparent Density Il grafico evidenzia la differenza della

( """ g'gg gj"c risposta alla compressione in un tessuto
— g/cc . L
- 1501 Gortical bone 185 gl corticale e in quello trabercolare.
o
s
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&
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Si parla di fatica di un materiale - 10 100 1000
. : 3
quando viene caricato molte volte 3 0008t <o ! ! }
ciclicamente; tutti i materiali biologici S 0006+
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sono caricati ciclicamente. g
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© @ @ Inoltre il tessuti duri, come le ossa, sono

1000 ! : I
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CORPO DEFORMABILE
Tratteremo di corpi 3D. Un corpo € deformabile se, nel momento in cui tiro il corpo, la distanza tra due

punti varia.

ANALISI CINEMATICA
Si parla di configurazione iniziale (o di riferimento), indicata con )0, e di configurazione attuale,

indicata con Q..

Qo L1



Si utilizza un approccio lagrangiano ovvero per il quale ci si concentra sulle parti di materiale. In pratica
si guarda dove finisce un determinato punto materiale dopo che € passato un certo tempo t.

Paars

X: vettore posizione iniziale
x: vettore posizione attuale
u =X - X: vettore spostamento

% si riferiscono allo stesso punto materiale

X, x e u sono detti campi vettoriali.
u & una funzione vettoriale, owero una funzione che prende un generico punto P di 2o e gli associa un
vettore:

iz ivE LDzl = \\9\5

Per studiare la cinematica, quindi, ci concentreremo su un generico punto P e considereremo anche un
intorno elementare di P. Per intorno elementare si intende una regione attorno a P molto piccola:

U= w(P) +du dx
X

P

QQ

Se Q appartiene all'intorno elementare di P, posso scrivere:

@) = UY+dn(p) (&-¢)
X L0

trascurando i termini di ordine superiore.
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TENSORE DEL Il ORDINE
Definiamo il campo spostamento u come:

>x (P)= X(©) +ule)

Riprendiamo il concetto di intorno elementare:

UIP) = U (R) 4+ du (P-Po)
o=

X"
L H - TENSORE dex IT¥V ORDINE e
SU(P0\+ H(A)( szAlA-‘-'d___U
o X
Dato un tensore A € possibile scrivere:
5 T
A= AS +AF (A®) =4S
L, matrice emisimmetrica | _

L matrice simmetrica ( ﬂ ¢ 3 =-fA°

TEOREMA
P T

A=A (A+A ) tensore simmetrico

<
AF = 4 (A - A=) tensore emisimmetrico

2
Posso scrivere:
H= &+ W
o £:- 2 (HWxrRT) tensore simmetrico del Il ordine
L

e W - (W=-KHT) tensore emisimmetrico del Il ordine

ks
<,
=> UIP) = LIPR,) + HdX

ULP\ = WUWIPs) + Wdx ~ & dx

Se introduco l'ipotesi di piccoli spostamenti possiamo dare un significato fisico ai termini:

i



=> WU[(Po) + Wddx  contributo di moto rigido (traslazione e rotazione rigida)

& dx contributo puramente deformativo

= - A (M+RT) = 4 [Taik « \Txu)]
2. 2

& contiene tutte le informazioni dello stato deformativo dell'intorno elementare e prende il nome di
tensore delle deformazioni:

Y Elis Ea3
£ - En €2, £ — simmetrico
e C/l 3 E 2L E 3

Spesso viene rappresentato come:

E v A 6x\1 A Oxz
2 2
_ AX S A 3
Eleti-a- 1A MM ‘&6%
4 Xxz A¥yxr 21
[ 2 «

Le componenti di € hanno un chiaro significato fisico. Consideriamo un vettore dX; indichiamo con dx
I'elemento trasformato durante il cambio di configurazione:

Y \ dxc
el
//ﬂ W\ P)
Pt-dnip 1 LA

aX - {d‘( D, D
ULP=) + W X~ € Ax considero W =90
O(Ps) + &€ dX

h

ulP)

dX = P-Po



dx = P-Ps' -[Uf) 4 dx | - wi(fs)
Faccio lo sviluppo in serie di Taylor:

dac: ULPs) + Uxhdx +dX - w(Po)

l
= Q] X + Edx — nel gradiente ho trascurato la parte emisimmetrica
(mi interessa €)

d X - Ewx A T xy A¥x2 | X dx + ExxdX
3 =3)
éx, =4 1{) A ¥ & A ¥y O A% dx
7 44 e R
0 A ¥xx 4 ¥ux £33 o) A yxx d X
L < < J 2

Calcoliamo I'allungamento relativo (variazione di lunghezza relativa) del vettore dX

LI )

— allungamento relativo della fibra // all'asse x

Calcoliamo la norma di dx:

| d = :g(/\—k Exex Y + ( %\6 Xq)z “ ( %’@x%)&jéx

L lunghezza del vettore nel cambio di configurazione

Il dx \| :P+ 28xx + Exxs k4 z{xf N

4 T.G-x-a? d X
a4

~ Q/l + &€ %% lQlX

Faccio lo sviluppo in serie di Taylor trascurando i termini di ordine superiore:

Nd o\ = (44 Exx) dX

=> 8y = (A4 Exx L - X




= | &x = Exy — interpretazione fisica di &xx

& YY — dllungamento di una fibra di materiale // all'asse y
€ a2 — allungamento di una fibra di materiale // all'asse z

§*Y - variazione di angolo tra dX e dY

d3

Q)

1 /\u o dx
|

& TARYALY

?D X—P X

(/14511\6)(

{_fl(ac:j dX
dx =dX +&dX = 2

A fx2 dX

2

A ¥xy Y

2 y
dy =dY +&dY =f A+ €yy) Y

A fyx d

AN

Cov® = doc dy 2§ xy

e l'allungamento di una fibra di materiale // all'asse x

RICOR DA

oo AN bl Cos (9, 1n)

Ndoc v\ Ay \
Chiomo § XY la variazione di angolo tra dX e dY:
™y =18 =3 10p=l T L RXy
EY

Ricordando l'ipotesi di piccoli spostamenti,

s & - c,ox(\(x\/ —Tg\ = e (Bxy) = Txy




=2 1) X-= Gl‘a — rappresenta la variazione di angolo tra una fibra di
materiale // all'asse x e una fibra di materiale // all'asse y

W<z — variazione di angolo tra una fibra di materiale // all'asse x e una fibra di materiale // all'asse z
§ Y & — variazione di angolo tra una fibra di materiale // alfasse y e una fibra di materiale // allasse z

ES: _

SN Da questi numeri si deduce che le fibre // y e quelle // z
non si allungano; quelle // x si. Se prendo due vettori, uno
= | - Q
1| Po \ 3 = /] x e uno // y 'angolo diminuisce; inoltre la variazione di
2 1.9 1@ | angolo tra x e z & positiva = |'angolo aumenta.

In generale, per capire in quale direzione si allunga di piu si guardano i termini Exx, Eyy, € 2x.

Ora vogliamo capire se esistono direzioni lungo le quali si hanno solo dilatazioni e non scorrimenti
angolari, ovvero una direzione dX dell'intorno elementare del punto tale che:

dx = dX + AdX
Ricordando che:

d>x - dX + £dXx

Si ottiene:
Fa X 1 AldiX dX# 0
(E. - AL YdX - 0

dex (£-AT) -0

Exx ~ A Exy Evz
d ek Exy Eqy - A Eu x -0
£ xx fL{i‘- 2y -A

=% APLIT A+ L Al-Tli=0

Ta, Y+, T = sono dettiinvarianti per il tensore delle deformazioni, i loro valori non cambiano
variando il SR.



RIZIEN I . s Eu.{b{-l' €%

Exey é"&\c v Exx é Xx 2 ‘ELM g_"él»‘-l
12.-'— T +
A Xx €y Ax2 €y Axyy  €ax
Loy ey : A
In= dex (&)

STATO PIANO DI DEFORMAZIONE
Quando tutte le componenti caratterizzate da un certo indice sono nulle:

C3=0 V3 = &xx =¢yr~<&aa=F

Nella realta si hanno quando il campo degli spostamenti e funzione solo di x e y = u(x,y); ES: struttura

infinitamente lunga, dotata di un piano di simmetria, caricata in modo simmetrico rispetto al piano di
simmetria.
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EQUILIBRIO DI UN CORPO DEFORMABILE
Concentriamo I'attenzione sul corpo nella configurazione attuale .
Dobbiamo capire quali sono le azioni che agiscono sul corpo. La
definizione delle azioni fa gia parte delle ipotesi del modello.
Esistono:

e forze (per unita) divolume b [FI73 in S

e forze (per unita) di superficie t [FI "4 in Qo

Capite le azioni, posso dare la definizione di equilibrio:

{RJ@B:Q

VP Cc

M(@)=0
Prendo una generica porzione di corpo P e devo verificare Q. N
I'equilibrio per ogni porzione di £ .
In generale, si pud scrivere |'equilibrio attraverso l'integrale:

RIE) = f@ de*LW Ldp = O

HL@)-‘— \0 \f tl\.?% =
p x Xd *LW xdf =Q

DISTANL A

tn € forza superficiale che agisce su§ attraverso ¢ — forze che agiscono
su(P dalla parte restante di S_ .

TEOREMI DI CAUCHY

TEOREMA 1

Dato un corpo£in equilibrio e un punto P, una superficie Z che passa
per P taglia il corpo a metd. Sul corpo agiscono forze di volume e di superficie.
Se Q& in equilibrio allora anche §a e (2 sono in equilibrio.

RIEM -0 j@ﬂb I\ + gmt QR Jrgz b dA = O
R1G2) =0 J@zb A\ 4 (g&t A [ LydA- 0

= bdV +| *2h +[(C *+E  Vdp=2
S(PAUG)Z S L‘( 1

= Rlo\ =0



J(CN FELTEEED

—

2

Se considero un'altra superficie Z' che passa per lo stesso punto e che abbia la stessa normale, trovo la
stessa equazione = l'equazione € indipendente dalla superficie

:—> o b‘_ & D => t = = Ko . .
k o N t: — principio di azione e reazione
azione che agisce sulla porzione azione che agisce sulla porzione ©2
attraverso il punto P indotta da = attraverso il punto P indotta da

Quindi le azioni interne che parti diverse si scambiano sono forze superficiali; tali forze abbiamo
ipotizzato che dipendono dalla normale uscente.

TEOREMA 2

Consideriamo un corpo Suin equilibrio e un punto P allinterno del corpo
con SR incentrato in P. Si considera poi un tetraedro con tre delle facce che
coincidono con gli assi del SR. Considero T una porzione di Q.

= RlT)=0

3
i E\o&\f 3 g teei dAL 4| ktn dA=0
X il

L= A 'Ph\
—J

Hacn oo

Applico il teorema della media; %M

50
e

s} o

O
b
j D(x) dx = < §>(1n-0)
oL

3
= ¢b>v A -_2,\ Ck_el® P+ €€En> An =0

Z.; SIMEASIONE Jer
JOMiNO oy \\“\%\—,Qg{qi\@\}_

5
S <Y Y -2 kel Py kn> = O Al = An v L
A (=2 i Relazione geometrica che dice che
2 le superfici Ai sono le proiezioni An
S Z6~ Va2 CXee >SN €4 k> =0 sui piani coordinati attraverso le
Bd b componenti del versore n.

An L



Faccio tendere il tetaedro a 0 in maneira omotetica:

—_—

3
A >N -2 cker>nN@la k> = En-2 L. ne =0
vV >0 An

L:/‘l [::A

tI\-' = ? E'e( (n- € ) — forza superficiale che due parti diverse di corpo si
scambiano attraverso una superficie che passa
per P con normale uscente.

TENSORE DELLE TENSIONI
Posso anche scrivere:

= [?: cel ®e(] n

O anche:
En 0 NV
Q= Sy Leo O el tensore delle tensioni

Se conosco tea ,‘t'eal ke, allora conosco § e T .

Ora vogliamo studiare le componenti di G e vogliamo capire se tali componenti hanno un significato
fisico.

NOTAZIONE COMPATTA G

NOTAZIONE INDICIALE " {7y

O xx Ty tTxt . Tan  Oar  Oaq
NOTAZIONE INGEGNERISTICA [ @ J=| Tyx CGuyy Tyz | = | Gan Sy o3
£-Tgn—Tay—+ L 03, Oaz 033

N.B. il tensore non l'abbiamo scritto in maniera non e simmetrica (scopriremo che lo &).

g - 2 e &

Ricordo.
Oap = L 2 kel ® E\)e‘ol@& Db = A Rw e

[Z teo (&0 'e\n\‘k €o.
4

li==

tew



Gan — prima componente del vettore ’ce v

I [

i |

o s b | |
2/ —> seconda componente del vettore g, =8 [ - e | {'e:. | tes

| |

I [

G A — terza componente del vettore kg, L

Il significato fisico del tensore delle tensioni lo capisco per colonne: rappresentano le componenti dei
vettori forze superficiali che agisono sui piani coordinati.

Ora invece di considerare un tetraedro considero un cubetto intono a P.
Vediamo le componenti del vettore &, . ? @

W

|
t'f‘.’n < 'l a-‘\'{/‘\ P AOMNMPONLN
i‘\“'-ﬂ—._____‘_‘_h t\.f}f - :,\ ’_.\ A A
}*/ﬁ 11 /_L—”/—? T
ot OXX | ¢

€h K 5 2

/ 28

Y v

X X
Rivediamo le equazioni di equilibrio:
Rip)=9
Ve

MP V=0

Queste sono scritte in forma integrale, voglio scriverle in forma differenziale (o puntuale).

"

R(P ) be&V+j Endf - o

e

eV T Endaag
Ny 13

j bh oV +f JIvady = 0o
@ (3

|
|

|

&@K\o*dwﬁ')cl\l =0 VE < oo



NOTAZIONE COMPATTA diy T +bvb=0
NOTAZIONE INDICIALE O_LLJ— + be =O , : derivazione
j indice ripetuto (sommatoria sottintesa)
i: indice libero
J Toex + _&lf_\-{_g,. 6“{}%& 1+ bx 7= o
§ % dy dx

NOTAZIONE INGEGNERISTICA E g
O & K 4 O' + 8 t(_.d *+ | b\_,t = O
d x dy d

§Tax + §Tay~+ §02x 4 bz =0
by, dy dx

Per quanto riguarda la seconda equazione di equilibrio si ottiene:

MLE) -0 => §=q"
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PRINCIPIO DEI LAVORI VIRTUALI
Riprendiamo le equazioni viste fino ad ora:

CINEMATICA (1, &)

3 Big.t!
E=V u N equazioni di campo
(r=CL . d equazioni al bordo 0

(5 AQER
EQUILIBRIO ( bl 2,0 0
AN +b-=-0 1€
\no L

50!
0- N = t N gﬂb

Questi sono due mondi staccati ma sono uno il complementare dell'altro; le ipotesi che abbiamo fatto
nello sviluppare la teoria di uno dei due mondi implica delle consguenze delle ipotesi sull'altro mondo.

Il principio dei lavori virtuali (PLV) serve prorpio per collegare i due mondi.
Si prendono in considerzione lavori virtuali esterni ed interni:

0 SQ lo»uc\wj =1 cla—»gﬂ Fn. 0 O
S

d5

e  siparla dilavori virtuali dato che b, t e ¢ appartengono al mondo dell'equilibrio mentre u a
quello della cinematica;

e  siparla di lavoro dato che dimensionalmente si ha [F*1];

e  siparla dilavoro esterno dato che le quantita in gioco sono esterne (b € la forza di volume
applicata sul mio corpo, u & lo spostamento esterno applicato sul corpo).

&m z g g & Jdvy : € la doppia contrazione — = a:B=Agby
e 7 BB+ P Bzt Py Bay 4
T Pz Bz + Pag Bay + B2z Raz
A BB A Ay 8344092832
e  siparla dilavori virtuali perché & e £ appartengono a due mondi diversi.

PRINCIPIO DEGLI SPOSTAMENTI VIRTUALI
HP:

se
g\\!Q = g\!’\ Vo, & congruenti



TH:
TR b, & sonoin equilibrio.

Sto scrivendo I'equilibrio.

PRINCIPIO DELLE FORZE VIRTUALI

HP:
se E\,\q@ = &:\q( \-{O‘I b, & in equlibrio

TH:
W, € congruenti.

PRINCIPIO DEI LAVORI VIRTUALI
HP:
se U, & congruenti
G, b, & inequilibrio
TH:

I AErH

Dimostrazione:
HP equilibrio (E) + HP congruenza (C) = uguaglianza dei lavori (L)

Equilibrio Congruenza
ANFg+h =0
1 ]S i
q-Q
O h=Fb I §.Q
(I(:"H\TCT"F\D)-U'—O Y u
v U

f (i @ty w &V =0
Aaee -2 1.1 3

@)
OSSO scrivere:

[ i€ o w dy 4 LL by dy:o
O

so che:
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u
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integrazione per parti:
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in notazione indiciale:

O3 5 W é\f:j Guju\—uideff Gix Wiy dY
6, AMEEE LT B

=5 g on W dA fSG' qudV o+ [ Y ldvi-lo
W 3
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Dimostriamo tale uguaglianza:
Se ho:
e S tensore simmetrico
e A tensore generale
e  AS:parte simmetrica di A
]

AF: parte emisimmetrica di A

Relazioni:
SR =S AT
SAT=0

<

REEE ;[gl LA »PF\] rg(sza -s5:a7T) =0
2

=\

=3 Sirpa L S:p' = O

in notazione indiciale:

SL‘I Q(J- - Sid— P\j( = O
SUr B b SJ(Pij = O
(SLI = 55 VAG =90
———

= O perché S e simmetrico

Quindi si ottiene:

ST
A

Sgd'f\.-uclﬁ

Q \ SSQS
§

NN

— ho scritto esattamente la stessa cosa di sopra

J
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lavoro virtuale esterno
fatto dalle forze di
volume

OSS:

§o

%G’r\.-ﬁdﬂlfg

o
lavoro virtuale esterno
delle reazioni vincolari
per gli spostamenti
imposti ai vincoli
(cedimenti)

L+ E= C — teorema delle forze virtuali
L + C = E — teorema degli spostamenti virtuali

LEGAME COSTITUTIVO NEL CORPO DEFORMABILE 3D
Abbiamo parlato di cinematica ed equilibrio che sono due mondi slegati; abbiamo cercato di unirli

formalmente attraverso il principio dei lavori virtuali ma in realta sono ancora due mondi slegati. Ora i
leghiamo attraverso i legami costitutivi.

€U dh =
$SLe

= R 1 11 11 | 2

lavoro virtuale esterno
fatto dalle forze di
superficie

Nel corso noi analizzeremo i legami costitutivi elastici; parleremo di legame elastico:
e  dalla Cauchy,
e  alla Green.

LEGAME COSTITUTIVO ELASTICO ALLA CAUCHY
Modello nel quale il tensore delle tensioni € funzione del tensore delle deformazioni o viceversa:

g-90CCg) |
aszs £

L :
? tensore del IV ordine: mappa un tensore
del Il ordine in un tensore del Il ordine

g = £497)

modello linerare

g A

b'u Ql\/:-o

L

SG:EAV

sl

GQ\J' C

Se il vincolo in B reagisce ma cede di una certa quantita d,
allora nel principio dei lavori virtuali si ha anche un lavoro
fatto dalla reazione del vincolo e nel caso 3D € proprio
lintegrale visto prima.




Notazione compatta g=C g

Notazione indiciale Oty-—= CLj we  Ew

Notazione ingegeristica [ q k A = [ C F}g a E € 3 Lxn

g xx | T xx xx Crxyy Cxx22 Gkkxb‘ Cxxqz Gerx [E%X ]
Suy G\/\/xx @“ \/y @\}7 33 @\/7 xY @\/\’\11 (7\)3(! £7y
Gaax L C23 xx C&iw Cax22 Caax\) Q%&\{i C 223X J £22

Txy T gy Crfar Ty Cogya. Trvax Ty
Tyz C y2xx @q&v Cymr Cyay Cyap Cyas Tya
TA [@Hxx Gisw\/y Carar Ty Canx Caex \ §2x |

OSS: in generale un tensore del IV ordine ci sono 81 termini (un tensore del Il ordine ha 9 componenti);
noi abbiamo scritto perd una matrice 6xé perche stiamo lavorando con tensori (simmetrici) elastici, che
mappano una matrice 6x1 in una matrice 6x1, quindi ha 36 componenti.

MODELLO ELASTICO ALLA GREEN
Un modello per il quale

3 Pe): 0= d = §LEN
e s s o 4 d €
\""_[J(:.\ T\O -’“\‘}:_
SfalAanc
POTE N2\AWE ? la derivata di P sara funzione di &
FLASTID
g =a & modello lineare ( Y deve essere una funzione quadratica in €)

@ e una matrice simmetrica perche, nella teoria di Green, e dotato anche di simmetrie maggiori:

Cipwet :CEMLJ' Q= d P PRELAR
degaiet  deandeyy

purché la funzione sia sufficientemente continua. Allora G:':.)'V\\ e dotato di 21 componenti.

Il modello di Green implica il modello di Cauchy mentre non vale il viceversa, quindi:
@ se un materiale € alla Green allora € anche alla Cauchy,
e  se un materiale e alla Cauchy non e detto che sia un materiale alla Green.

B B Ql_'ug = Q0 =g
d €&

G EGILED /—zé G=dWY

>




SIMMETRIA MAGGIORE E MINORE
Nel modello di Green si ha:

C =" ¢ Ciyu- Cwris — simmetria maggiore
come mai c'é simmetria maggiore?
G(]’ W < QY = SR = kLT selafunzione & abbastanza continua
cigx‘j- déxL bk d ELJ I'ordine di derivazione non cambia

Nel modello di Cauchy si ha:

C'Ljvu f C i iy

Cijb\\_ = C;Y'QKL = CLTLL( — simmetria minore
sta mappando tensori simmetrici in tensori simmetrici
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MATERIALI ISOTROPI
Materiale la cui risposta non dipende dalla direzione di prova. La differenza dipende non dal materiale
ma dalla struttura interna. Ad esempio:

® se tiro la mascherina in due direzioni, risponde in maniera diversa — materiale non isotropo;

e e tiro un foglio di carta in due direzioni, risponde allo stesso modo — materiale isotropo.

MODELLO LINEARE ELASTICO ISOTROPO
Si puo dimostrare che il tensore @ dipende solamente due componenti.

(Y= o}

£xn Ex6 £x\
TV Ty T T o s 1
€ % € |
-~V Al L L9113 g D
€ = T |
LT Tl TIM VI T 1 &1 1 1@
C’] .._G ——— _t____, T
[ ?5 D D 'Q(/\g;‘g\ ¢ ¢
¢ ¢ ¢ ; é Q(/‘gw /45
|
L g g b0 4 Waw |

Tali componenti sono E (modulo di Young) e V (modulo di Poisson). Ora vogliamo capire il significato
fisico di tali costanti e come misurarle. Per fare cio dobbiamo cercare di rileggere la prova di trazione nel
modello 3D.

PROVA DI TRAZIONE NEL MODELLO 3D
Lo stato tensionale che mi auguro trovare é:

Gxs # O
G'\H = Gz23 - "CxL7 = T.L,li = T %% =)z5
Si ha:
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Il cilindro centrale rimane un cilindro — non c'é variazione di angolo ‘Gx\_i - Cyz =0xa = ot

I modulo elastico E & la pendenza della prima parte di curvar:

T xx
Exx = 2 Oxx 2§ sex € £yx A
€
A
/ !
T e
Ora calcoliamo il modulo di Poisson:

67\1 = - \) G_fx

\ E

=1 L Y ey
= V= - 633 fisicamente, a meno del segno, rappresenta il rapporto tra

CxX I'allungamento trasversale alla direzione che sto tirando e

I'allungamento nella direzione che sto tirando.

In generale, se si tira un materiale in una direzione, si accorcia nell'altra = i valori tipici sono del
coefficiente di Poisson sono 0,1 0 0,3.

Nella prova di trazione si riesce a misurare sicuramente il modulo di Young; € invece piu complicato
misurare il coefficiente di Poisson.



PROVA DI TORSIONE
Usata per calcolare il modulo di Poisson. Vengono solitamente usati provini cilindrici cavi.

CR:

Si ha:
AL ML ANLHRNEAMAE Y Ean YuE AL
ENNN/EERENF AEETIEE o &
& € -
ISR ERVIERFERE IR % &
1 O O T « -
55 D ) iQ(ﬁg]g\ ¢ ¢ FD(U) sz\T(_/éi'm

L g g $ |9 ¢ ww ] L8 BT

Da cui si evince che non si hanno variazioni di lunghezza ma solo variazioni di angolo.
Exx = Eqy = £2% =¥xr 7 ¥yz =0
XYy = 2 (Axp) Ty

=
E € noto dato che si presuppone che si faccia prima una prova di trazione.

CORPO OMOGENEO
Un corpo & detto omogeneo se in tutti i punti € fatto tutto dallo stesso materiale.

PROVA DI TRAZIONE
Primo esempio di risoluzione di un problema elastico.

Riprendiamo il modello deformabile 3D elastico lineare:

Cinematica 8: VSU\ In _CL

U= Us N SO



Equilibrio

dif 0 +b = O N o

¢ -G" 10

X = N § e
Legame costitutivo

0-C¢e

Il punto € che risolvere queste equazioni su un corpo caricato con certe condizioni al bordo & pressoché
impossibile. Abbiamo solamente pochi casi in cui possiamo risolverle, ad esempio la prova di trazione.
Dobbiamo:
e fissare un dominio £
e trovare in_Qun campo vettoriale u, un campo tensoriale € simmetrico e un campo tensoriale G~
che soddisfi le equazioni scritte precedentemente.

Il dominio nel quale lavoro é cilindrico (parte centrale dell'osso di cane).

=
-

o
AR

Y

Supponiamo di assegnare noi lo stato tensionale (compatibile con quello che mi aspetto accada dalla
prova):

Oxx £ O j: ng
6-\4\,[:6}\.1:?%\.{: 't\f?c='f,><&=,€5 - 'I

Per poter risolvere il seguente problema devo "costruire la soluzione”™ — si cerca di capire come puo fare,
si fanno delle ipotesi. Ad esempio:

b= 0 — trascuro il peso dell'elementino s
Txx = CRL £ O In S

Auy = 023 = Txy = Txx = Tyxr = o pnl-

\|

bisogna capire se sono ammissibili tali ipotesi, prendo le equazioni dell'equilibrio:

doxx  + d}é;g{ " 5«:2_4: Y e
A x Y X (B

Ql’C‘('tJ 'thSlﬁi‘:—l-\Qb{/:Q
A X Y dxr 7



K cﬁt/;({dth 4 d0 +/@/§;a
Z\Z‘A 7 *
= le equazioni di equilibrio sono banalmente soddisfatte.

Ora calcoliamo il tensore delle deformazioni attraverso le equazioni del legame costitutivo:

Exx = Qxx Try =2
S
Eyyls | Guwe fxx =0
&
£33 = -Cxx y Vsl -l
=

GxX é costante quindi anche £ & costante — abbiamo soddisfatto le equazione del legame
costitutivo.

Mancano le equazioni di compatibilita:

E=V>u
QU = £xx (du 4 &C = ¥xy
X Ay A X
&Nﬂ = & d.'\r_\ AW = \6- i
QY | i Sal ld !
dW= €223 d0 & dUW - Kxa
2 9  dx
Ma noi conosciamo questi termini, si ottiene:
QU = Txx (du 4 € = &
QA% E QY X
C I T d¥ L dw - B
Yy e 4 S <Y
d W= - DOxx 40 & dW - B
d2 = g dx

Suppongo E,V note dalle prove. Deriviamo:

WX W 2) = Oxx x £ Uo (Y ,2)
=5



NG x) = = VO y 1+ s (xx)
£

Wxu3\ = - DVExXx 2 + We LX)
=N

Riprendo le equazioni precedenti. Pongo tali condizioni su us,ye Wa:

f@a%%"igé (Lo = &
Y Qx

dey dwo = & = [ - o
4 Q32 dv|

dn U\)o— oy
\C:T&i'k_%;_¢ \w ;ZS

Si ottiene un campo di spostamenti:
[ U W2 = G x
=

) N Ixgu x) = -~ V. Sxx y
=

( U\)WM.&\ = - Vgexx 2
=

Ricapitolando si ha:

Tensore delle tensioni OxX = (05T # O Txy = ?5
Gpl=t 2 Tux =4
Gax =P Txx = 6
Tensore delle deformazioni
Exx = G x»x Kk% =2
&
Eyy = - Cxx V § ~x =0
%
33l = =0xx f%%f-o



Campo degli spostamenti
MLX \ U\I &- \ = O:x_)( x
5

I\TLX\\A‘.?:\ L \)Q_kx \-1
&

U\)(XIU\'.i\ = - VExx 2

s
—

2
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PROBLEMA DEL SAINT VENANT
Fino ad oggi abbiamo sviluppato una teoria meccanica di un corpo solido 3D deformabile, in particolare
quello elastico; abbiamo parlato di:

e  cinematica,

e  equilibrio,

®  legami costitutivi.
Siamo interessati a scrivere e risolvere le equazioni che descrivono il modello di corpo deformabile.
Esistono due approcci per risolvere tali equazioni:

e analitico — soluzione esatta (prova di trazione, problema del Saint Venant),

e  numerico — soluzione approssimata (metodi degli elementi finiti).

Il problema del Saint Venant € una particolare classe di problemi di corpo solido deformabile elastico nel
quale riusciamo (non sempre e non perfettamente) a calcolare una soluzione analitica.

Ipotesi geometriche — studio dei corpi cilindrici. Si parte da una figura piana (sezione retta) e la si fa
traslare in direzione ortogonale al piano che contiene la figura:

Si introduce cosi I'asse del cilindro che ricorda tanto una trave.
®  Asse z: asse della trave,
e Assix,y: assi baricentrici, principali di inerzia.

Ipotesi di materiale — il materiale & di tipo elastico lineare isotropo ed & un corpo omogeneo.

Ipotesi sul carico — il corpo e cosi caricato:

/ \l Ao Ao L : g_o_.

‘ FRONTIEQD & O

rb=0 wn o ta 2 O su B4
= posso caricare il corpo solo sulle basi

A% < ol lsu | 240  su Ra



Il corpo € un corpo libero che deve essere in equilibrio:

RlaN=0
MIOY =0

N.B. se tali equazioni sono soddisfatte il corpo non é in equilibrio = sono condizioni necessarie ma non
sufficienti percheé si riferiscono all'intero corpo. Sono interessanti perché ci dicono che le forze che
agiscono sulle due basi non possono essere indipendenti.

L'equilibrio nel corpo deformabile condizione necessaria sufficiente per l'equilibrio e:

R(PN=0
M) -0

= la condizione di equilibrio scritta precedentemente & una sottoclasse di quest'ultima.

VP el

Ipotesi sullo stato tensionale interno — considero la base A2:

k3 2O
ke N = § e3

Txx  Txy Txz O Txx
=01 -= 'Cxu‘ (Ttﬂ \‘_\1_-1 O - .CLI%
Tx2 Tya Q2 A Q22

Quindi dalle condizioni al bordo, il tensore delle tensioni é fatto cosi:
3 3 1 Tsxa
SRE O Q 1:\1 3
Tx2 Tyz Qs

Il problema di Saint Venant dice di considerare questo stato tensionale in ogni punto di Q_:

= Oxx ‘:G\J\u\:_‘_—‘)‘\/}:¢



Il problema di Saint Venant & lineare = si parla di teorema di unicita della soluzione che si combina con
il teorema di sovrapposizione degli effetti:

P: problema

S: soluzione

P1 = SI
P2 = S2
P1+2 = S1+42

Ipotesi fondamentale del Saint Venant — si basa sul concetto di distanza di estinzione: consideriamo due
distribuzioni differenti (ho due problemi) su uno stesso solido di Saint Venant. | due problemi hanno
distribuzioni superficiali diverse ma le stesse risultanti:

e :, @ Rn‘ ka dA
< ' Bva
— 'I:
: HA:S kx4
A
. > @ Rz,-j k2 dA
/ 2 (-\l
*’TH( @ ng X -xdB
Az

Se risolviamo P1 e P2 questi problemi avranno la stessa soluzione a una distanza dalle basi maggiore
della distanza di estizione:

X .
[————J / / |
- 4 @
F ;f
<1 L > la soluzione elastica in queste due zone sara
\ \ la stessa — non dipende dalla particolare
: " distribuzione delle forze superficiali ma solo
X X dalle risultanti delle forze superficiali.
—————/ f— ®
< b ~
4 1 / S
= T ; l
|
\

= il Saint Venant, guardando le risultanti, lavora per classi di equivalenza dei problemi, quindi considera
uguali i problemi che hanno la stessa risultante. Considera 6 classi di equivalenza dato che momento e
risultante sono due vettori a tre componenti ciascuno.



Quindi le classi di equivalenza alla Saint Venant sono 6.
Una di queste classi € il problema di trazione che abbiamo visto nella lezione scorsa.

Ora possiamo vedere un'altra classe di equivalenza nell'ambito di Saint Venant: problema di flessione
retta.

PROBLEMA DI FLESSIONE RETTA
Problema nel quale assegno su A2 una distribuzione di forze superficiali tali da produrre solo un
momento flettente parallelo ad un asse. Dobbiamo capire quali forze superficiali generano M.

s
\ /( |
I\ )(‘ F
/ YN / .8 ’ - v b o
\ £y N A

¥ L
” M = Mx ea

Quindi abbiamo ricavato queste componenti di tensione ma voglio che le componenti di tensione mi
producano un momento flettente. E' evidente che deve essere: Tx = = Tyx = 95 , 022 % 0

Suppongo di avere Gz < in funzione dix e y:

G22(xu)= ax thy+C  abC = cwst ( @;

Se voglio un Mx 7@ 0 significa che lo sforzo normale N =0

N:fﬂ_‘-}ﬁ 40 = O r\»j ax tboy tc dAa =90
B2 Q2

Q<
L —! L__——_—-——l —— J

= o LI da x| 46
3ol bt

N\

SR, BARNENTALCO
lefd o => C= ¢
Se impongo My =0

Mb\:- gﬁ—‘iar)( éP\ & L1=? O\:—ﬁ

By A

= 023 = \o\j



Calcolo Mx

Mx = SOii y 4B = K‘(btﬂq dA = b Ll y dn

Ao
SMx « b Ty
= b= Mx

TIX

Si ottiene quindi:

Caxx = Mx \ﬂ su By
T x

— ipotesi sullo stato tensionale per il problema di
Saint Venant di flessione retta

Ora pero dobiamo riuscire a scrivere per ogni punto del corpo G, &€ | W

~

|/ :‘J{.'i \ |“-¥ \ \-.:, | ™ i.--'r_ ™~

S Ba

RS S

wlel s Q23 mkj
Ix
Ci chiediamo: questo stato tensionale & in equilibrio?

did T 4 tiS)\ =i 170 %@i&— = O — unica condizione di equilibrio non banale

7=l -
=> MX Y = O - equazione soddisfatta

Tx,
ot

Ora vediamo il tensore delle deformazioni considerando le equazioni del legame costitutivo:

GKK‘-’-G—\_ﬂU(: tkl_)\:t)(i :T_\,\‘;: T

(\éx‘:x:—ﬁ_ 02 GXW:O
£

I ATE R BT §xx = o
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Dallo stato deformativo attraverso le equazioni di congrenza passiamo al campo degli spostamenti:

Cxx = dW = _V Gz Ixyz dU 4 dV =2
dx € 9y dx
EM =V = _ VG2t ¥yz2 =V adw =0
<y [ Jx QLU
€23 =W - qua §xz= dU ¢ dwW = ©
NES E d2  JX
Si ottiene:
du - Y Pxy [ Y4 dV =9
X El Ik W odx
Q_i:'m—,_\/i \jxtj ‘< s-‘_!_/—\-v_:\__\bj = O
dly € 1I% J d.j
d_&]-. &(j &M.\.(}_}Lﬂ: (©)
3 | EIX \J:E‘ 4
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CRITERI DI RESISTENZA
Nel corso abbiamo sviluppato diversi modelli, il piu sofisticato € il modello di corpo deformabile. In
particolare, ci siamo focalizzati su tre argomenti:

e cinematica —> g- TSw & _C

e equlbio — Jdiy @ +b + ac

e |egamicostitutivi —> ¢ =C &

Il modello di corpo deformabile pud essere risolto in maniera:
e analitica: che fornisce una soluzione esatta (problema del Saint Venant),
e  numerica: che fornisce una soluzione approssimata — piu flessibile (metodo degli elementi finiti).

Risolvere un modello di corpo deformabile vuol dire calcolare € , 67 w. in .
Ma l'obiettivo ultimo dellingegnere & progettare strutture che reggano il carico di progetto, quindi si deve
garantire che la struttura "funzioni” e lavori in sicurezza.

Se ad esempio progetto uno stent, decido il materiale (acciaio), vado in laboratorio e faccio un test di
trazione:

U‘q
comportamento elastico lineare
Sy comportamento elastico non lineare
Or
Ve
PROPORINONA LT

1.e

Posso utilizzare solamente il primo tratto dato che per ipotesi stiamo considerando un modello elastico
lineare — dobbiamo garantire G < G75.

Ma noi dobbiamo risolvere il problema elastico, quindi calcolare in ogni punto del corpo @, & , ..
Quindi dalla risoluzione non si ottiene uno scalare ma un tensore, ma scrivere la forma @~ < Up

non ha senso (non si puo confrontare una matrice con uno scalare, inoltre la matrice non é ordinabile).
Si'introduce il criterio di resistenza o funzione di snervamento che prende una matrice e restituisce una
quantitd scalare detta tensione equivalente:

AT o a

Grazie a f, riusciamo a scrivere =9 che é funzione del tesore delle tensioni:

P =05 (a)

Il criterio di resistenza si sceglie in modo sperimetale — si fanno tante prove e si decide quale funzione
descrive effettivamente il comportamento del materiale.



CRITERIO DI TRESCA O DELLA MASSIMA TENSIONE TANGENZIALE
Prima va risolto un problema di autovalori e poi verificare che:

DO X {IGA—GQ|}an€5|,|¢i*U5|j{ £ 0p

CRITERIO DI VON MISES O CRITERIO DELLA MASSIMA ENERGIA DI DISTORSIONE
2 b o) 2
[(Gxx + Oy + Tax )= (OxxGyy T Gy G2z + Gax O R #‘Eai\] < 0p

Il criterio di Tresca funziona bene con i materiali granulari (tipo i terreni) mentre quello di Von Mises
funziona bene per i materiali metallici.

Quindi si ha:
S(q\ N e Cp Y X @ o — deve valere per (idealmente)
tutti i punti del mio corpo

COEFFICIENTE DI SICUREZZA
Un importante aspetto da considerare € la aletorieta dei dati: € impossibile che due provini anche se
presi dallo stesso materiale, abbiamo la stessa identica curva sforzo-deformazione:

g
A /”‘\

L/.. —
=

/

~
[

&

Inoltre, anche le condizioni di carico possono variare. Quindi per difendersi da questa aleatorita dei dati
si introduce il coefficiente di sicurezza S:

g <ap S >n)
S

A vantaggio di sicurezza prendo la @' ridotta di un fattore S dato che vogliamo essere molto lontani dal
valore ultimo di progetto.
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Definizione empirica: azioni di corpi (o di parti di essi) su altri corpi (o su altre parti di essi).

Tutte le forze sono grandezze vettoriali = una singola forza e caratterizzata da 3 proprieta:
e intensitd (magnitude),

@ direzione,

e  punto di applicazione.
Inoltre, posso comporle/decomporle secondo le regole vettoriali.

Possono essere:
1. Concentrate:

2. Distribuite:

3. Attive:

4. Passive:

5. Esterne:

6. Interne:

(idealizzazione della realta).

dipendono dalla regione su cui agiscono; possono essere:
e  divolume: come ad esempio la gravita o le forze di campo
(magnetiche, elettriche...) — _Eg
"

e  diarea: ad esempio il carico di unadiga  — —E

e  dilinea: ES biomeccanico: I'azione di un bisturi sulla pelle (la larghezza
é cosi piccola che é trascurbile) — &

forze che agiscono sul sistema meccanico derivanti dalla fisica del sistema.
ES: forza peso, spinta del vento, carico da neve;
ES biomeccanico: forza di un bilancere tenuto.

hanno a che fare con i vincoli:

e  collegamenti del sistema materiale allambiente esterno,

e trasmettono forze al sistema (reazioni vincolari o forze reattive).
ES biomedico: forza in un'articolazione

agiscono sul sistema meccanico dall'esterno.
ES biomeccanico: forza peso.

agiscono tra diverse parti del sistema.
ES biomeccanico: azione del femore sull'acetabolo.

FORZE CONCORRENTI E COMPLANARI

SOMMA

Forze concorrenti: forze che hanno lo stesso punto di applicazione.

Forze complanari: forze che vivono sullo stesso piano.

Prima operazione invariantiva: lo stato meccanico (quiete/moto) € invariante per composizione/




decomposizione di pitl forze in un punto. grassetto: quantitd vettoriale

Quindi posso sostituire:
e  piu forze concorrenti con la loro risultante R,
e una forza f con pit forze concorrenti e che ammettano f come risultante.

Nel caso di forze concorrenti e complanari, posso usare la regola del parallelogramma — risultante
come diagonale del parallelogramma avente come lati le due forze (head-tail rule) — riduzione del
sistema. 3

R= F/I'\'F-L*---'k'F;\. = Z A
t=A1

L

EQUILIBRIO
La condizione necessaria e sufficiente per I'equilibrio di un punto materiale e che la risultante delle forze

sia nulla:

3
R_ = Z Fc-O — 3 equazioni scalari (assumendo un sistema di rif. ortogonale x-y-z):
(=1

2 Fix = Rx =0
2Fy=Ry=0
2 Bix=Ra=0

Con riferimento agli esempi presentati in figura, la condizione di equilibrio sard ottenuta aggiungendo al
sistema di forze una forza Re uguale e contraria alla risultante R.

Re,
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MOMENTO DI UNA FORZA

Il concetto di momento si inserisce nella discussione di problemi di equilibrio inerenti ad un qualunque
sistema materiale con dimensioni non trascurabili (quindi non riconducibili al punto materiale) — la
sollecitazione del sistema dipende dal punto di applicazione delle forze che su di esso agiscono.

Definizione: data una forza F applicata in un punto P, fissato un punto O detto polo, si definisce momento
di F rispetto ad O il vettore Mo risultante dal prodotto vettoriale r x F, dove r & il vettore (P - O).

Tale vettore Mo avra:

®  Modulo: || Moll=||FI Il = IFLd

© angolotrareF
o =I\r || SING braccio del momento rispetto al polo O.

e  Direzione: perpendicolare al piano su cui giacciono re E

e \Verso: secondo la regola della mano destra:
(Al G
F Mo
< \Q;zf ;( %9
0 "“'H—-.._
7 [ v r
H3 —

(,_-,.
s

Poiché le forze applicate ad una struttura sono in genere diverse, si definisce momento di un sistema di
forze Fi applicate nei punti P rispetto a un polo O, la somma algebrica (richiede convenzione!) dei

singoli momenti: ¢ | n
Mo= 2 M8 = 1Mol =) |IFcll Ji
Lz L=A
() _ D
T2 0SS: il momento dipende dal polo rispetto al quale lo
Ni T calcoliamo
Po 77 l'r-,_z : P:L
O o) S (D mm
B \-'\‘\m A . - ) ;
Fy P2 4= - -----4Fa e direzione: perpendicolare al piano
']b s modulo: Mo= —Fabat F2 ba+ Fab> + F4 be
;’_‘.r
|
Py t4



PROPRIETA’

e [l momento di una forza rispetto a un polo non varia se si fa scorrere la forza lungo la sua retta di
azione, cosi come se si sposta il polo lungo la parallela alla retta d'azione della forza.
¢ L '
7 /
V o AL Mo=Flb
/‘\ Mo=Fb AN Q)
F 1 bite LY. (R
ZNC TN
/ 0] / %
rd / 4

®

Il momento varia al variare del polo (da Oa O') ed € uguale alla somma vettoriale del momento
Mo e del momento che la forza avrebbe, rispetto a O, se fosse applicata in O
1. Mo':= HO + (O-—O"XF
= O- 0 R T i=
2. Mo Mo + | O ) % HO"‘HO{'[’O"O\%"’

y:

- F,
7 | 7
P/ b | P/,f-;/*‘gb
AT e T % [0
/ O s 0

Mo= (0-O )xF

e | momento di un sistema di forze a risultante nulla non varia al variare del polo.

/ ]
Q t“? )

I;"’ {/
3\ v i, —
¥ X -s -

— Cfﬁo_"__j\ F \\@ )E
TEN LN iu'
Lr, N\ &R :

L)
H0=E1?.+\5ZF4Q%:F«‘Q+F4Q < 2Fe Fr=F2:F3=Fq=F

OSS: se il braccio e parallelo alla forza, il momento e nullo.

e  Dato un qualunque sistema di forze, il momento non varia se il polo si sposta parallelamente alla
risultante.
F i
\ ) §
| 1
X |/ P | 1
3 | \ . ‘ /
J 8
F N\ P« F |
g ——
]
L]

Un dato momento Mo pud essere espresso secondo le sue componenti rispetto ad un sistema di
basi/assi (€x, @4 ,ex) come Mo = Mx ex +Myey t Mx ez



oppure come momento rispetto ad un asse:
1. la proiezione ortogonale su quell'asse del vettore momento calcolato rispetto ad un
qualsiasi punto dell'asse,
2. scalare che, dal punto di vista fisico, rappresenta l'incentivo parziale alla rotazione rispetto
a quel dato asse indotto dal sistema di forze; ad esempio gli scalari Mx, My, Mz, sono i
momenti rispetto agli assi cartesiani.

A
M‘f/ = =1=1=1 45
eln ]
S S
| ”)\‘;—\?‘ CI Il ;
M | M X >_|lx A X

TEOREMA DI VARIGNON
[ momento di piti forze applicate nello stesso punto P € pari al momento della risultante
R applicata in P.

EQUIVALENZA TRA SISTEMI DI FORZA
Un corpo rigido non cambia il suo stato di quiete o di moto se una qualunque delle forze su di esso
agente scorre lungo la sua retta di azione (seconda operazione invariantiva).

. = F
Corpo deformabile T
Corpo rigido s : Q Q__, s

Ricondurre un sistema di forze ad un altro significa mantenere inalterati R e M rispetto ad un polo
(condizione necessaria e sufficiente). Riconduco un sistema di forze ad un altro applicando (uno o pit
volte) la prima e la seconda operazione invariantiva.

Coppia: due forze opposte non allineate.
Momento di una coppia di forze ciascuna con modulo ||F|| e distanti fra loro d'risulta in un
momento con modulo ||F||d rispetto a qualsiasi polo O.

Si dice braccio della coppia la distanza d fra le rette di azione delle forze che definiscono la coppia.
La coppia si puod rileggere come un momento.

Mo = WFI(d+x) = IFN X



; F _
\L T i @ = O H:!_é
d % <

MOMENTO DI TRASPORTO
Data l'indipendenza dal polo, il momento generato dalla coppia si puo indicare con una freccia ruotante
sul piano della coppia e spiccata in un qualsiasi punto.

PROPRIETA'
. tutte le coppie di ugual momento sono equivalenti,
° una coppia pud essere trasportata comunque nel piano in cui giace senza modificazioni al

campo di momento che essa induce.

ES: ragioniamo sulla frase “tutte le coppie di ugual momento sono equivalenti”; data la struttura,
disegnare una nuova coppia che rispetti tale frase.

Y
4{

et \
\ questo genera un momento M = Fl che per6 ha verso opposto
o

L'aggiunta di una coppia opportuna permette di trasportare una forza da una retta di applicazione ad
un‘altra (momento di trasporto).

Qualunque sistema di forze € equivalente alla risultante R applicata in O pit una coppia di

momento uguale al momento globale, dato dal sistema rispetto ad O.

F
&)
A ® A JB B >
\:

3 3 !



ES: analizziomo ciascun sistema.

/5
A '13 Hp, = \_¢:'¢
Hr=F
K ®=Fo
iF
A v B Ma:- F ¢+ Fo-Fe =0
3 I Hb:= Fe -Fgb+ £ = FR
p ) S ho sostituito la coppia con un momento

/rF He = g

Mo = Fe
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EQUIVALENZA TRA SISTEMI DI FORZE
Consideriamo il caso in cui il sistema & composto da forze complanari e parallele. Posso ottenere un
sistema di forze equivalente: :

e  usando la risultante R ed il momento risultante rispetto ad un dato polo P,

e  usando R applicato nel punto P* opportuno (imponendo che sia M¥ = 0 o sfruttando il concetto

di momento di trasporto).

La retta d'azione passante per P* della risultante R, che pud scorrere lungo questa retta, per la seconda
operazione invariantiva, detta asse centrale.

R, L

Fn ol F. Fn

T p T (ihﬂ% [PR
asse centrale

ES: assegnato il sistema di forze piano rappresentato in figura si vuole:
@ determinarne il sistema equivalente vettore-momento risultante applicato nel punto P = (4, 0),
e trovare il punto di applicazione P* tale per cui il sistema di vettori € equivalente al solo vettore
risultante.

\J)

©a= (/]\O\ Mf: 23-6

n

A o w -~
1
-
-t
)
w
4 W
—_—— —— e

=3 Fa

Fa Mi-3-2-6

T | /[‘ | | F2

P3=(3,0) MY =a2=2
P4 '—'U)—,O] Hq!:':él-/“—-q

v

50 NO RO RO

—— ,{__._4(__-@--J
B
i
|
R
S

A
oI

|l vettore risultante sara:

{Fk%{a) Tl Lo

—

Il momento risultante sara: 7 A IR /i IR

N
nH%n=§;nFm&um=q )

Il punto O sara invece dato da:

n
NRUIP% =2 ME

L=

Pr=(L.4+32+43+45)_34 = ~ X
o 0 P x O P (3,0)




Per un sistema di forze piano si ha allora che:

Se risultante non nulla
Due forze convergenti sono equivalenti
alla loro risultante R applicata nel punto
d'intersezione delle loro rette d'azione.
Due forze parallele possono essere
ricondotte a due forze convergenti
aggiungendo due forze opposte allineate
— caso 1.
Per piu forze applico 1. e 2. in maniera

Lo stesso risultato lo avremmo ottenuto sfruttando il metodo di trasporto.

Se risultante nulla
Il sistema e riconducibile ad una coppia,
di momento uguale a quello del sistema
originario, rispetto ad un qualunque
punto (il momento ¢ invariante).
Una coppia pud essere trasformata in
un'altra, in cui le forze che la
costituiscono risultano perpendicolari alla
congiungente i loro punti di applicazione.

iterativa.

0

\F
/ Ea

+ P P i

Q

v
FAa t2

h B e D

SOMMA DI FORZE NON CONCORRENTI E COMPLANARI
Forze concorrenti a risultante non nulla:
? trovo intersezione I1 tra F1 e F2,
e  trovo risultante R12 con la legge del,
parallelogramma (IACB),
° trovo intersezione 12 tra R12 e F3,
L ... trovo R.

CENTRO DELLE FORZE
Applicando una forza H uguale e contraria a R si ottiene:

ﬁ) GM E?l R, G Gn

o ¥ bbb

19
2F=H-2_6(=0 '
; C
g

ZH=XaH~iX¢6(=O 2 i T
L N Yo




F . ™ ~ .
Possiamo definire: Xc = & ¢ XX Gt = centro delle forze
26
4% . : [\ 5 ;
Generalizzando ad un caso piano (xy) avremo: e = £ ¢ %+ G FHYe= EYLGe
Z-oient F-rtCpe
Se si passa da forze concentrate a forze distribuite si ricorre all'integrale:

AC. = M q(x) = dimensione B‘i—]

3 § qux) dx
Nel caso 2D:
XC = J"_olmﬁ Y5 MQ‘ dA & un'area infinitesima e q(x,y)
§ ey A § atu JA carico di superficie distribuito —
dimensione [{—21
®)

CENTRO DI GRAVITA'

e f(x,v,2) [ %,J: forze di volume parallele secondo la direzione e,

e dV:volume infinitesimo di posizione
(=X€x+ Y€y + 2€2

e  dG =[f(x, y, z) dV]e: forza di volume che agisce su dV, £X

G= j &5 = (Sv ‘?(x,q'i)gl\{ )e - Qe (risultante)
(c XG& = Sr xd & (risultante dei momenti)

sostituendo: (e - 5\;(? (x,y,z)dv)xe =O
J ey x)dv
J v x)dv

quindi: (c =

che secondo le componenti risulta:

1 juxglx.q,a:)olu e - jqulx.qja:)du T juig[x,u‘,a;)aw
J vz § Haux)dy iy )y




assumendo:(j(x,q,:&\ = Px Y2 9 (g = cost) = le coordinate del centro di gravita:

§, rpV - § yeeV am §, zpdV
(r\/ PV J} edV

se [::QIV = dm — le coordinate del centro di massa (baricentro)

Xe = ch:lm yo= ) ydm de= S-adm

(A% WA W
se materiale omogeneo — p costante = le coordinate del centro di volume
Xc.=j><<§\{ W:,=jl'fﬁ\f %C_=j%&\f
v v \

PROPRIETA' DEL BARICENTRO
° Il baricentro o centro di massa di due corpi assimilabili a punti materiali, si trova sul segmento
che li congiunge e divide questo in parti inversamente proporzionali alle masse dei punti

materiali. Assunto come origine il baricentro e indicando con r1, r2 la posizione dei due punti, si
ha:

Ma(a+ (e =0 = | sl 1 s
1P 2,

e  Seil corpo si estende su un piano o lungo una retta, il baricentro appartiene al piano o alla retto.

e  Seil corpo ammette un piano di simmetria materiale, il baricentro si trova su tale piano.

e  Seil corpo ammette due piani di simmetria materiale e dunque la loro intersezione & asse di
simmetria materiale. Il baricentro si trova su tale asse. Se inoltre esistono tre piani di simmetria
materiale, il loro punto di intersezione é centro di simmetria materiale. Il baricentro coincide con
tale punto. Il baricentro di un corpo omogeneo che ha forma di poligono o poliedro regolare,
coincide col centro geometrico della figura.

e |l baricentro gode della proprieta distributiva. Se il corpo viene suddiviso in due o piu parti e di
ognuna di queste viene determinato il baricentro, ivi ritenendo localizzata la massa di ciascuna
parte, il baricentro dell'intero corpo coincide con quello dei punti materiali cosi ottenuti.

e  Seun corpo omogeneo presenta delle cavitd, il baricentro si ottiene attribuendo al corpo densita
p costante e alle cavita la densita fittizia— (-’J(es. 2D: geometrie in cui sono presenti fori).

Se omettiamo la densita e ci focalizziamo su aspetti prettamente geometrici meglio usare il termine
centroide.

CENTROIDE DI UN'AREA
Partendo da:

xe = JxJV qc_=jl4&\f e = J2JY
Vv v Vv

Considero una lastra piana con spessore t e densita (% costanti (posso trascurare t).



Coordinate del centroide: !
xe = JxdA qc_'—'i\"f@p‘ se U320 =320+ Y
A

Il centroide di una sezione piana giace nel piano di sezione.

|
Momenti statici (momento di primo ordine o primo momento ' =
di inerzia) dell'area A rispetto agli assi [3]:
: N

. Sy la xdf -

* Sk SF\ ydlf

™ X(: = _S_Qj_ I" = _TC

LR \ >

A

| momenti statici di un'area rispetto agli assi che passano per il suo
centroide sono nulli.

Se esiste un'asse di simmetrig, essa semplifica
I'identificazione del centroide. I

Fa
Se ci sono due assi di simmetria il centroide si
trova facendo l'intersezione dei due assi.

C
K
MOMENTO DI INERZIA
Momenti di inerzia 0 momento del Il ordine dell'area A rispetto agli assi: 74
Ty = J 2 q .
——in e
I

+l
x

. JP\ il

Momenti di inerzia centrifugo o misto:

Ixy = Jﬁ Xy df

7J




PROPRIETA":

Si definiscono assi principali di inerzia 1 e 2 le coppie di assi ortogonali per i quali Txy= 0. | momenti di

inerzia rispetto a questi assi vengono definiti momenti principali di inerzia.

PROPRIETA' GEOMETRICHE DELLE SEZIONI PIANE

Area, Location

Moments of Inertia and the Polar Moment

of Inertia (J; = Iy + I¥) with

Transverse Radii of Gyration anc

Shape of Section of Centroid (ve, 2¢) Respect to Centroidal Axial Axis the Polar Radius of Gyration r, =
1. A =bh I = Iy = }sbh’ ry =h/V12
Rectangle . ye = b k= hb? re=b/V12
,‘—w-—_-*_v -—-T e L_h “" - O 1 3 3
k=3 v . rp=/13(0* + h?)
o Jy = J5bh(b* + h?) -
—%—"
b
3 z
2. A = {bh I = Iy = ybh? ry=h/JV18
T"““S}"H* Ve = §(a+b) Iz = L£bh(b? — ab + a?) re =% - ab+a?)]'?
y _ | = L hh? -
" 1 Ze = th Iyz = J5bh*(2a - b) rp = 5B+ —ab+a?)
) Jy = wgbh(h* + b* — ab + a*)
e 4
i
o d
3 h? a® + 4ab + b* hia® + dab + b2)' 2
= = N o R ———— y -
Trapc:md i e A fma +8) Pk 36 a+b V18(a + b)
B Yo = 30 I = shia + b)a* + b?) TN b
. _ha+2 !‘"_f r,v=[§;;(a'+b*)]
da+b Jx=f\=+f§' rp=JLTA
4 A=ind I =ly=lr= nd* ry=re=14d
ftrclc ye = 3d K:=0 rp=d/8
N T 2= 4d Jo = gy
¥y d
i
|
L
: z
5 A=ind?-d) I =ly=lz=in(r -1} ry=rs=}(d?+d})'?
Annulus |
Ye = 3d, k=0 S T
y ‘ A . o E( 0 +d )
) T |e=ld Iy = dynds — dt) ” |
'y - -
y dd

MOMENTI DI INERZIA ASSIALI RISPETTO AD ASSI PARALLELI

Formula del trasporto:

Irt MNP\

it

—
pS

N — N o— 1\

Lyt +dA

EL\T‘i‘d)L 40

M:. JA 4 d“’jaﬁ 1 QJM&J

h
==
4+
2

1

»V
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VETTORI - NOTAZIONE INTRINSECA
e  Forze che agisono su un punto materiale — f
e  Posizione di un punto materiale — x

Entrambe queste rappresentazioni esistono indipendentemente dall'osservatore che |i descrive.

OSS: il vettore & una quantita con un significato intrinseco che & indipendente dall'osservatore o dal
sistema di riferimento.

Il vettore & una quantita definita da una ampiezza, da una direzione e da un verso.
|l vettore € una classe di equivalenza (frecce uguali rappresentano vettori uguali).

e  vantaggio della notazione intrinseca:  non € necessario un sistema di riferimento.

e  svantaggio della notazione intrinseca: € poco agevole nel momento in cui si vogliono
fare operazioni con i vettori.

OPERAZIONI DI BASE

SOMMA DI VETTORI

C=0+b e  Considero il vettore b che parte dalla punta dal vettore a.
® c e il vettore che ha la coda che coincide con la coda del vettore a e la testa
che coincide con la testa del vettore b.

PRODOTTO DI UN VETTORE CON UNO SCALARE

C

O~ Il vettore ¢ ha la stessa direzione di q, stesso verso di a se ot > 0 altrimenti ha verso
opposto; I'ampiezza e data da:

Icl = o 1 ol — equazione scalare
PRODOTTO SCALARE TRA VETTORI

Y=0.b E' definito da:
Y=lal- bl cos§

VETTORI - NOTAZIONE INDICIALE
e  Forze che agisono su un punto materiale — f«
e  Posizione di un punto materiale — x3

La notazione indiciale é caratterizzata dalla presenza di indici; i e j sono indici liberi: possono assumere
qualsiasi valore all'interno di un determinato range.



Per spiegare il significato di f e x; introduciamo un insieme di vettori base & (versori ortonormali tra
loro); in ogni caso f( e x5 sono ancora delle quantita indipendenti dall'osservatore.

-fix & ? o 8 — ¢ uno scalare che rappresenta la componente del vettore f
rispetto alla i-esima base

OPERAZIONI DI BASE

SOMMA DI VETTORI
C= 04+l -Cu = 0o

PRODOTTO DI UN VETTORE CON UNO SCALARE
C= Ao &= Cul= d0un

PRODOTTO SCALARE TRA VETTORI
=0l &> Y =0ubot

Nella notazione indiciale si introdce una convenzione sulla sommatoria — gli indici ripetuti implicano che
c'e una sommatoria rispetto all'intervallo ammissibile degli indici stessi.

Vediamo degli esempi:

3
1. Ol = Z Ol bl = OGaloa + 0aba + O3loy

L= A

o e e

3. O = Ao - dou + 90 4 dO3  indiciripetuti — sommatoria
X\ QX dAx  dX3 virgola — operazione di derivaizione

In un prodotto, gli indici non ripetuti sono detti indici liberi; gli indici ripetuti sono detti indici di comodo.

ES:
d= (o b)) C — dy = Ou oy C

REGOLE
e |ettere associate a indici di comodo possono essere cambiate senza problemi.

0L LChr = O low Cr

e  |lettere associate a indici liberi possono essere cambiate senza problemi.
O ol A = Orlox L

e  Gliindici non possono essere ripetuti piu di due volte in un prodotto.

ORI



® Leequazioni in notazione indiciale devono essere valide per tutti gli indici liberi.
Alblictm = Orclbkem #+ O bk cp

VETTORI - NOTAZIONE INGEGNERISTICA T
e  Forze che agisono su un punto materiale — {f] = {,Qx, P“I .Ft }
®  Posizione diun punto materiale —{ xy = {K M :'UJT

Nella notazione ingegneristica vengono espresse in maniera esplicita tutte le componenti rispetto a una
base canonica con un sistema di riferimento (O, X, Y, Z).

OPERAZIONI DI BASE

SOMMA DI VETTORI

U O/ b
c=0+t &7 Cl=Qitbt & Ca [ = 4 02 +J) ba
Cx Qs b»
PRODOTTO DI UN VETTORE CON UNO SCALARE
Ca d QA
CEda |l =] Ci=d ol K= Ca = & ot (k2
Ca oL O
PRODOTTO SCALARE TRA VETTORI
AT ([ b
¥X=0cb ¢=> X =00y ¢&> XY=} 02 ha | = Qulomtaabr+ 03bs
Gy b3

OPERAZIONI COMPLESSE - PRODOTTO TRA VETTORI
®  prodotto scalare  Oc-\p
e  prodotto vettoriale O\ x'o
e  prodotto tensoriale O.R b

PRODOTTO SCALARE

Notazione compatta

Qb= lollbl s Tabl)



Notazione indiciale

Qb= (% aLeL) ( % ) (aied) (byey) = Oipylecey)

L=A

7 €L bykﬂ Os oa dan 4+ Exbarerz + Grbosdas +

Ita di Kroneck -
ol joni‘; fr:j - + Gabadan + Oabaday + Gzbzdar +
=

W lo = ity Y Ocaprd3a A Oohadax t 0 by duy

Q'ﬁ

= 0A1 +aabor 4 Q23 br =0 o

Notazione ingegneristica

{0‘ ‘] 'qu') = 11&\-{ i\:;l} = O lox + Qyloy+ Q%2

PRODOTTO VETTORIALE

Notazione compatta

O.xb = C

Notazione indiciale

Oxbo = (0 €) xlbrey) = OWby(eixey) = 0oy [;j_'_é;};{j;e.,(

simbolo alternatore di Ricci

A 2 Tk dishnh
ordnar

! &T“ = {2 se (Tk JsHnt
| non ofdipan

Notazione ingegneristica - 0 ou(\pment

Oybx - Ozby
(oY% ]bY = { azbx - oo
Ox by — Qybx

Tensore: quantita con un significato fisico intrinseco, indipendente dal sistema di
riferimento. Si tratta di un operatore lineare che trasforma vettori in vettori.

SR —=1r So=b Ober’




PRODOTTO TENSIORIALE

Notazione compatta

e  direzione dia
[Q@ b] C .= “DC\CL e  modulo dato da: (b c) ||al|
e  versohedipendedabc

Notazione indiciale

vettori delle basi = 3 componenti @4, 82,3
tensore del secondo ordine — 9 componenti €{ () &F

&)
S=2 Sgeclyer =(Syec@e;

(J':./l
componenti del tensore S

Vogliamo capire che cos'e Sij; in generale:

Tob: € (Tep) so che T=Tg ec®eg
l
: €a Tgleu®eg)ch o (a®@b)C = (be)a

ca Tglei@egleb = ealiy (€5 Cplel =T €ael {7h
e S~
Guardo _I_(j" &\QL soprawivono i termini quando i = a = ottengo Toq

Guardo TQ.TA S\o Sopravvivono i termini quando j = b = ottengo Tob

Notazione ingegneristica

-

Sun  Sa,  Saz

LS]: S.ZA S:LQ, S.zs
Sax | 18340 Sa3
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ARTICOLAZIONI
Le articolazioni danno mobilita al sistema muscolo-scheletrico.

Classificazione:
e  Sinartrosi (articolazioni fisse): caratterizzate da un incastro reciproco di superfici ossee dentellate
e rugose (es. ossa del cranio), sono le pit semplici e sono anche dette suture.
e  Anfiartrosi (articolazioni poco mobili): caratterizzate dalla presenza di legamenti inter-ossei, che
permettono limitati movimenti (es. le articolazioni dei corpi vertebrali).
e  Diartrosi (articolazioni molto mobili): sono tutte le articolazioni degli arti e presentano superfici
articolari di varia forma, hanno struttura complessa.

Diartrosi

MUSCOLI
Sono composti da:
e  capsula legamentosa: ha il ruolo di garantire
una stabilita,
. o 4.2 CORPSLLA
e  membrana e fluido sinoviale: minimizzano (EGAMENTOSA
I'attrito tra le due parti delle articolazioni,
e  cartilagine: supportano le interfacce tra le ossa,
assorbono gli urti e tende a logorarsi nel tempo ‘;}ﬁ&?p,\g
(es. artrite).

CARTILAGIWE

MEMERONA
SANNIAE ARTICOLARE

| muscoli azionano il movimento convertendo l'energia chimica in lavoro meccanico.

muscolo scheletrico
Classificazione:
e lisci (muscolatura stomaco, intstino, vasi sanguigni),
® scheletrici,
e cardiaco

muscolo

fibre muscolan

Dal punto di vista meccanico si distingue una risposta:

e  Passiva di tipo visco-elastica — la risposta dipende dalla
velocita di carico ed & in grado di tornare alla
configurazione iniziale senza deformazione residua.

e  Attiva guidata dal sistema nervoso. Si hanno diversi tipi di
contrazione:

muofibnlle

Srreeree filament: protec
e  concentrica: occorre simultaneamente, — $ -
all'accorciamento del muscolo (es. bicipite durante la ) )
flessione dell'avambraccio), miosina
e  statica: occorre a lunghezza muscolare costante (es. actina - prvCHTIED,

bicipite quando I'avambraccio é flesso e si mantiene
fisso),



e  eccentrica: occorre quando la lunghezza muscolare aumenta (es. bicipite durante

I'estensione dell'avanbraccio).

Si possono classificare i muscoli in base alla funzione svolta durante una particolare attivita:

agonisti,
antagonisti,
sinergici.

APPLICAZIONI DELLA STATICA ALLA BIOMECCANICA
Vogliamo conoscere la forza esercitata dal muscolo (Fm) e

dall'articolazione (Fj) in funzione del peso del braccio (W),

del peso del bilanciere (Wo) e della lunghezza dell'avambraccio

(AB).

Classificazione delle forze in gioco:
interne: associate a muscoli, legamenti, tendini e

esterne: gravita, pesi sostenuti, azioni di protesi/macchinari

conosciamo l'asse anatomico di rotazione

conosciamo il punto di attacco dei muscoli,
conosciamo la direzione di azione del muscolo teso,

conosciamo peso e centro di massa delle parti anatomiche

o
articolazioni (incognite),
®
(dati).
Ipotesi:
®
dell'articolazione,
[ ]
sotto esame,
[ ]

trascuriamo le forze di attrito,

nan consideriamo effetti dinamici,

realta 3D — analisi 2D.

w Ws
MODELLIZZAZIONE VINCOLI ARTICOLAZIONI MUSCOLI

TYPE OF SAMPLE REPRESENTATIONS BIOMECHANICS UNKNOWNS

SUPPORT GRAPHICAL FOR USE IN EXAMPLES

OR JOINT REPRESENTATIONS FREE-BODY DIAG.
| Flexible Muscles, ligaments | Magnitude of
members the tension
(cables, ropes) T in the cable

5 o muscle

Two-force F |Muscles Force
'members magnitude




TYPE OF SAMPLE REPRESENTATIONS BIOMECHANICS UNKNOWNS
SUPPORT GRAPHICAL FOR USE IN EXAMPLES
OR JOINT REPRESENTATIONS | FREE-BODY DIAG.
Rollers and Bone-to-bone contact| Force
other simple magnitude
(no friction)
F
Hinge or pin Elbow Magnitude and
connection | direction of
i — .
components)
Fy .
Ball-and-socket F, Hip Magnitude and
V=74 § =
force
Fe
F,
Fixed, welded, Skull Magnitude and
or built-in direction of
a force and
' moment
GOMITO: OSSA E MUSCOLI DELL' ARTICOLAZIONE
Riprendiamo a studiare il caso dell'atleta
che allena il bicipide con il bilanciere; W Bhctariole

studiamo le forze interne:

Ossa del gomito

TROCHICHY

KRB0 OLNA

BICIPITE

MUSLOWO -
BRACHIO RADIA L

MUSLOLWD
PRACHALE




Caso |
Gomito flesso ad angolo retto + oggetto posto sulla mano.

Ipotesi:
e  bicipite & il maggiore muscolo flessore,
e lalinea di azione del muscolo & verticale.

OSS: Fj e stata messa cosi perché ['articolazione ha una azione
antagonista a quella del muscolo.

Forze:
e  Wo: peso oggetto,
e  Fm: azione del bicipite,
® W: peso braccio,
®  Fj: reazione vincolare dell'articolazione.

Punti: W
® O: fulcro dell'articolazione,
e  A:punto di attacco del bicipite sul radio,
° B: baricentro dell'avambraccio, Ew
e  C: punto di applicazione della forza legata al peso. Fr 1\1";
Equazioni di equilibrio: J
> c
2Fx=0 0 A ¥ J/
W
ZF4-0  —F3*FM-W-Ws =0 L I
> Mo=0  OFm-bW-cWs =0
Q=4 W =20
- Fn=4 (bW+CWo) = 3351 b-=Abo  Wo=30nN
o8 C =350nNn

Fj‘ = -W-Wo =6 jrBN = la forza esercitata dal bicipite & 10 volte il
peso sostenuto.

Casoll
Forze:
e  Wo: peso oggetto,
Fm1: azione del bicipite,
Fm2: azione del muscolo brachiale,
Fm3: azione del muscolo brachioradiale,
W: peso braccio,
Fj: reazione vincolare dell'articolazione.




72 o DAT1 >
Equilibrio: e Fne  Fing @
- F3 NI Fwd
2 = =0 Fyx = Frwvix + Emax +Fnay SN =l ;
ofR2 |B B3 cl
> =0 EJ'%:FMAU'{- Fm.zww‘{:msul~\m«\}\lo
W Wo

2 Mo=0 OaFmn + Qo Fny + O3Fns = bW + cWo

= sistema irrisolvibile B —X ¢
Ipotesi: i muscoli esercitano una forza proporzionale alla loro sezione (Si).

Posso scrivere Fm2 e Fm3 in funzione di Fm1 attraverso i fattori k21 e k31:

K2/ - Fmz - S2 K242 Em3 . Sg — dati che non ho ma che posso
Fma o Sa Tma SA

cercare in un libro di anatomia
- W dati anatomici
Si ottiene quindi: ( )

F‘—MA = ‘DW T C\MO
oA+ Q224 +Q3K 21

Ricapitolando, abbiamo reso il modello piu accurato ma é saltato fuori che non avevamo abbastanza
dati. Per correggere tale situazione si cercano altre ipotesi che permettono di risolvere il sistema, come
quella delle sezioni dei muscoli.
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SPALLA: OSSA E MUSCOLI DELL'ARTICOLAZIONE

anteriore posteriore

P, OELTOWE

TRAKR\ 0
PETORAWK
ME 66RE

L'atleta solleva il bilanciere e tiene il braccio a 90°
rispetto al torso.

Consideriamo l'azione del muscolo deltoide che grazie
alla sua contrazione permette al braccio di stare in
posizione orizzontale contrastando l'azione della forza
peso del bilancere (Wo) e quella del braccio (W).

Dati:
a=15cm 9=15°
b=30cm W=40N
c=60cm Wo=60N
. A9
N
Fonx
= A .E’ s
0| ﬁ'x {
Fj“[ W Wo
i;‘ A 1 J b
% ¥ C



Si ottiene:
Fm=1236N
Fi=1214N
‘3 =

e  Fmx é circa 4 volte superiore a Fmy e ha una azione stabilizzante rispetto all'articolazione.
e Laforza esercitata dal deltoide € di circa 20 volte quello il peso sostenuto.

SCHIENA: SISTEMA VERTEBRALE E MUSCOLI

VERTELRE
CRRV\CALY URVORAND %
STARIUZZAZONE

OEUR SCAIENA

\EERT
TORACICHE

LAVORAND X
STABIURZAZIONT

ERTE BRE EDDOM N At

LOMBAR)

Studio la forza che esercita il muscolo del collo quando il capo € inclinato.

MY

My m——-—— ;3)’ \E)VGEE:SO :
B=30°
B=60°

—

Si ottiene:
e Fm =50 N
Fi=86N




L'atleta solleva un peso piegato di un‘angolo ©
rispetto alla verticale.

] O = 0,0l]f\.
Forze: b L O, o%Ih
. Wo: peso manubirio, C:0,
e  Wi: peso delle gambe (bacino incluso), OTH;:}Q
e W:peso atletq, areera
®  Fm: azione muscoli della schiena, D245°
e  Fj:reazione vincolare della schiena. W =Wo
Wa = O,4W
Equilibrio:

2 =0 PFoowx-Fyx=0
EFY:O me— F]_Y -Wa 4+ (W tW5) =0

ZMo=0  oFm +bwa-c (W Wo)=0O
=> Fm= CLW+Wo) - b\Wa A\l
| o \
= 10,4 W
Fr=m3w
e I muscolidella schiena esercitano una forza 10 |
volte il peso dell'atleta. pef
e Laforza che deve sostenere la schiena (osso ~ |PD=4Y
sacro / V vertebra) € 12 volte il peso dell'atleta. =
= T W +Wo

ANCA: BACINO MUSCOLI E OSSA PELVICHE




Appoggio monopodalico sulla gamba destra.

Forze:

e  WI: peso della gamba,
W: peso del corpo,
Fm: azione dei muscoli adduttori del bacino,
Fj: reazione vincolare del bacino,
B : inclinazione del muscolo rispetto
all'orizzontale.

Dati:

° h: altezza atleta
a = 0.05h
b=0.2h
o= 0.52h
b= 45"
p=280°
B =70°
W=0.17W

Equilibrio:

2Fx=0 Frx = Frow = Foncos &

ZR=0 Fpy= Fadnd +wW - Wa

ZMo=0 Fon= (cW-bWwalgos b - O LW -a) Cosd
O (GaS ol SIND - SINA COLE ) C

=7 Fm= L,6W )‘\w
Fr=234W

CP= th [ Fry) - 39%° — angolo di inclinazione della reazione Fj
i)

P




GINOCCHIO: MUSCOLI E TENDINI DELL'ARTICOLAZIONE

posteriore laterale anteriore posteriore

FCHMORE

CONDIVD_
UATRRA

TS
(RTCRAUS

[ NN (Vo)
FEMORAS

MENISWD.
MED\FUS

SEMIENDINGO

VASTO _
MEDIR L

SEMMEM fRANE T

PEeON T TWIA yAsto VASTO =
'3 (RTERAGE INTERMEDIO S g
CORMENTD
PATELLART
GASTRAEMLO 7|

Atleta allena i quadricipiti con una cavigliera.

Dati:

@ a=12cm
b=22cm
c=a0em
W1 =150N
Wo =100 N
B =15°
p=4a5

C
3\\ \FM

LLd




Equilibrio alla rotazione (polo O):
O OSR]I FMY - oSN () Fmx = Los (PYWA - € o8 [P IWo =0
O CONBIFMY - AN (B Fax = b Los (YWY € o8 [P IWo

Foox = Foncos (B4 @)
me: Fra o0 (D 4p)

Fon O L oS SINLB+(3) - 3In peos&+p) ] = 0 LOS(B) WA 4 C oS () W

Fonoe SN ( B1p-@) = 1o CoS{>) WASC cos ([B) Wo
F &0 SIN(E) = boos \p) WA +Cuobt>) We

Fn = WabwoSIp)y Wo C Loy (B)
I ‘o N ‘

- (Wab 1 wo ) %\os\a@
o

Riprendiamo a parlare di notazione.

TENSORE DEL SECONDO ORDINE - OPERAZIONI
APPLICAZIONE DEL TENSORE SU UN VETTORE

Notazione compatta

b-Sa
Notazione indiciale
b= S'L"j Qg
Notazione ingegneristica
[ San S Saz] [ Qu Sam0a + Sa2 03 t 1203
Eb]] é [SHO‘\S | Sar s Sa3 Q2 t =1 S22 Q4 +32202 ¢ S2303
L Saa Say  s33) | Oy S04 +533Q2t S3343

MOLTIPLICAZIONE TRA TENSORI

Notazione compatta

(TSVa = T(3a) # (ST)o = S(Ta)




Notazione indiciale
(TS )7 = Tin Sy
elTS)ey |=e( [T(Sqiew®en)es)
Ske €[ (erep)Tex]
Sk ey ey Ton (EBm@en)ew
Tonn Sk (¢ e ) M

—————

(SiN\ Sr\\c

¥ _ Al U]

Tic Ywy

Notazione ingegneristica

TaaSan > Taa Saat Tas Sa
| TS] =

T St TazSey + TSy

TENSORE IDENTITA'
Tensore che trasforma un vettore in se stesso.

Notazione compatta

To=a. = I-e (@

Notazione indiciale

- &‘ =A | :.-}-
J— . O\- = QL = _L + = C T
kj J R ]- =) K& 5
TENSORE TRASPOSTO
Proprieta:

e O Tb: pLTTo. VYV o,b
@ [T](j-' = [TT]T_

o [ARCI -[CTH A™)

@ un tensore T & simmetricose T=T "

RICORDA
N =Nab ea © eb

Ney, = ea U\\eb\



Notazione di Voigt: notazione ingegneristica condensata.

A LD ine si i
Sn AL SAB — tensore del Il ordine simmetrico

[S]=] 3n2a Suia  s3

L

Sz 533 S|

San

S22
S2y
{s}
SA2
S22

SAD

o

COMPONENTI DEL VETTORE E DEL TENSORE DEL Il ORDINE
Le componenti dipendono dal sistema che si sceglie:

vettori
ey

E’g"e“?}% (L%ed 95< s

€3

tensori Il ordine

S= S5 e®ey = Sy 9B 95

Esiste una relazione tra le basi — date le due basi ea e gb, un generico vettore f puo essere espresso
equivalentemente in una delle due basi.

J- §b 3b - o ea
Si moltiplicano scalarmente entrambi i termini per un i-esimo vettore bella base g:
ij 9b) gt =(fa ea)ge
n

In notazione ingegneristica,

§1-t@1 877



Jer  Ques  gaes |
con Q = gRes ez Jaes
L 93ea ez el |

Analoghi ragionamenti si possono fare per il tensore del Il ordine:
3 | A
T=17e®¢ =T53®g5

Ricordando che: Tap = Qo (Teb)

= g (T3n) = Tean = iy (gm 0) (gn )

=2 Tme = TG Qi Qny con Qe = Jen &1

A
=> CmlTen)=Tawn = Tiy lem gd (en 35\
=> Voo = TLI Qim Qyn

Le relazioni precedenti possono essere anche scritte in forma compatta:
2 v
(71 - fQlTita) - .
TN N LQ W = QU -CF

(11 - ferf1ran :
OSS: Q rappresenta una trasformazione ortogonale:

QL]’ Qi = QL]‘@KS’ :Sj'k

Q'Q=QQ' -1

La verifica delle identita riportate sopra e data da:

(g-eg)(gcew) - €3 Lg(@gn\em = €y @k =dJk

TENSORE DEL IV ORDINE

Lo vedremo quando studieremo i legami costitutivi; un operatore lineare che trasforma un tensore del Il
ordine in un tensore del Il ordine:

%55_1_5’_3_14

basi vettoriali: 3 componenti €4,0a €3
tensore del Il ordine: 9 componenti e @ ey



e tensore del IV ordine: 81 componenti ©¢& 5 & ex X e
TR A @@ ®e
A= ol Gre Bler@ex®@ey = Biywe f((Hej@ex @ey
Nel caso in cui limitiamo la discussione a tensori simmetrici del Il ordine, possiamo identificare dei tensori

del IV ordine cm una matrice 6x6 (notazione di Voigt).

Notazione compatta

A

Notazione indiciale

Aiyke

Notazione ingegneristica: devo ricordarmi la notazione di Voigt del tensore del Il ordine:
SA/‘. W A

ST

S 3%

S

Seh

S43
Per quanto riguarda il tensore del IV ordine si ha:
\_QMA Ara2z My Bmaz Pm2y Py 1 4
Baam Baze A2 Pum Any  Pas
Raaan P332 B33y BAwse A2y By
Marm A2 B3y Py Paadz Qazay | O

Azsm Razan M3% Razae A232y s | 0

| Fasm Bamt Payss Rasas Bagy Ay |
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ESERCIZI

ES1: Fare analisi cinematica e statica della mensola caricata in punta.

ANALISI CINEMATICA J{ :
. A —~
Formula [3t-s=1-i] ¥ | A &
A A =0 — situazione ambigua
Metodo ispettivo:
togliendolo il vincolo in A introduco lablita quindi siamo nella condizione | = i = 0 — isostatica

ANALISI STATICA

reazioni vincolari
1)

o !

equazioni di equilibrio (polo A)

Ha =O Ha=0
-Va-F =0 Va=-F
MA-Fe-0 Ma = 0

struttura con reazioni vincolari

A F \L F
_|
Fe ‘(‘ !g ?
verifica
Z FX =0 OK !.

2 Fy=-0 F-F=0 o
ZMp=0 FOL-FL -0 O«



ES2: Fare analisi statica della seguente struttura senza i vari passaggi ma solamente ragionando sulla
struttura.
L

YA ’t:\ T

H&T 2 A 2

—>( |
THIN

>

NN\

il
i

,Q \L > Ha & nulla

0 (A vale -F = bilancia la forza F

M A deve essere oraria e vale Fl , verifico:
Ma- —F@ +¥€ ok!

-

>

ES3: Fare analisi statica della seguente struttura senza i vari passaggi ma solamente ragionando sulla

struttura. El
LG
EERRER T ]
] 3 :
Ma, 4 U 7 - X
— T . [H B
Hey A B
y vy
R
=
e ke
A Ha siopponeaF
_\)’C - | VA e nulla
F A B MA & in senso orario e vale T2 , verifico:
2

Me= £ - £2 o«
I -



ES4: Fare analisi statica della seguente struttura senza i vari passaggi ma solamente ragionando sulla
struttura.

A ®
LYY " 19 |I

e

NN

c X = . ~laf
\ @g 2 Q
—Ma+F0 ~Fe =0

Ma = F20 - FR = Fe

X % verifico (polo B)
?/El'g e - 0 4td 40 el < O oK

%—F

i’¢

ESS: Fare analisi cinematica e statica della seguente struttura.

ANALISI CINEMATICA : _B
Formula [3t-s=1-i] 2
3-S= 3-2 =4 F
-1 50 — struttura labile N \L C
il 5
Metodo grafico [centri di rotazione] 22
—_ :..f Y}
H /p_/
F Ao Le due rette si incrociano in C = condizione
\L 1 analoga a quella di avere una cerniera in C
a B
N 6 C.,

e Lavd



/777

Per raggiungere il caso isostanco si puo aggiungere un carrello a scorrimento verticale in A. Verifichiamo
guardando i centri di rotazione:

sSS
>
73 |

/777



16 aprile 2021

ESERCIZI
ES1: Fare I'analisi statica della seguente struttura. A 2
A ,
reazioni vincolari 5 71 ’ j\FQ
% 2 k2
Ha —s \C } | TFE - X
Ma O
equazioni di equilibrio (polo A)
Ha = O Hp=O
Va = O Ve =0
MA + F@ = O Ma = — FQ
struttura con reazioni vincolari
B B y
1 |
g i ¥
verifica
2 Fx =0 ok
7 Fy=0 oOk!
ZMa-0 FR-Fe-0 ok!
ES2: Fare I'analisi statica della seguente struttura. /| B ;)\C, B
A1 ’ Fo. "
reazioni vincolari E\;
T NA .
T | })\C’ e ki 2

Ha~ L ’ 7 "
Ma B =

equazioni di equilibrio (polo A)

Ha = O Ha = O
s = O s B O
Ma +F0 -0 Ma = - F@

1



struttura con reazioni vincolari

TN SEEL:
Fe "R
verifica
ZFEx -0 ok!
ZR,:O oK'

ZMe-0 ®0-F0-0 ok

ES3: Trovare il modulo della forza verticale che annulla la reazione alla rotazione del vincolo in A attivata

dal momento concentrato in B.

Nerso (1 hasso

MB=0 Fe-FyL-0
7

B

ES4: Trovare F affinché il momento generato dal vincolo in A sia nullo.

Equilibrio
R 1
Cre
FR b
|
T : ]

% X A
2/ L /4
hl‘) /‘t P";’nd‘
a B
% M
7| | .
I
| 2
. Fy
|
per avere equilibrio devo aggiungere una
forza che bilanci l'azione di Fy
12 GO
L

devo trovare una forza che annulli il momento generato da A.



opzione 1 opzione 2

opzione 3

LF
i\

A
= ;g

| B
v J__ E—_

Se ruoto la struttura ruota le cose NON cambiano!

RIPASSO - CINEMATICA
ES1: fare I'analisi cinematca della seguente struttura con il metodo ispettivo e con quello grafico.

Formula [3t-s=1-i] & B

sc -5 - A £ 2

A —C = A

Metodo ispettivo

equazionidivincolo A= (=0

Rimuovendo il vincolo in B la struttura e libera di muoversi orizzontalmente e di ruotare attorno ad A.
Rimuovendo il vincolo in A la struttura € libera di muoversi orizzontalmente e di ruotare attorno ad B.
Se sono presenti entrambi i carrelli la rotazione non & possibile = <P =D =0

Il grado di labilita risultato dalla formula € dovuto alla traslazione orizzontale.

Possibili coordinate lagrangiane sono up 0 e



Metodo grafico [centri di rotazione]

Qlﬂc\ r::l 3
Nel caso del carrello il centro di rotazione si trova in un
punto appartenente alla retta d.

Se si hanno piu vincoli il centro di rotazione si trova nell'intersezione dei centri di rotazione dei sigoli
vincoli.

In questo caso le rette si incontrano all'infinito = si ha un centro di rotazione all'infinito. Questo &
congruente perche la traslazione orizzontale la posso vedere come la rotazione rispetto a un punto posto
all'infinito.

Quindi siamo nel caso di struttura ipostatica = L= O , L= A4

ES2: fare 'analisi cinematca della seguente struttura con il metodo ispettivo e con quello grafico.

Formula [3t-s=1-1] 0y B
R 2 i
L-t= A

Metodo ispettivo
Rimuovendo il vincolo in B la struttura é libera di muoversi orizzontalmente e di ruotare attorno ad A.
Rimuovendo il vincolo in A la struttura & libera di muoversi lungo la direzione s e di ruotare attorno ad B.

Metodo grafico [centri di rotazione]

da dal punto di vista cinematico & come avere

JI'J ~ . .
dB \g una cerniera in C — ruota attorno a C

T

T
B \ B
2 pE

ES3: fare I'analisi cinematca della seguente struttura con il metodo ispettivo e con quello grafico.

Formula [3t-s=1-i]

35S = A i E<gé

Do =4




Metodo ispettivo

Rimuovendo il vincolo in B la struttura & libera di muoversi orizzontalmente e di ruotare attorno ad A.
Rimuovendo il vincolo in A la struttura € libera di muoversi verticalmente e di ruotare attorno ad B.
Se sono presenti entrambi i carrelli & possibile la rotazione attorno ad A.

Metodo grafico [centri di rotazione]

® dal punto di vista cinematico € come avere una
cerniera in A — ruota attorno ad A

9 Ko

é// I\pl

ES4: data la seguente struttura, dove e con quale inclinazione si deve aggiungere un carrello per
raggiungere una configurazione isostatca?

NN

& B &

Aggiungo un carrello a scorrimento verticale in C. | :

B B C,<g 7%; ok

Verifico = Metodo grafico [centri di rotazione]

AN

f BC C_y T iy B C
< g =t —
SA77 /% '/;é;; %

Effettivamente l'asse del carrello in A non interseca la cerniera in B = struttura isostatica

ESS: data la seguente struttura, dove e con quale inclinazione si deve aggiungere un carrello per
raggiungere una configurazione isostatca? Fare poi analisi statica della struttura trovata.

Ragiono con il metodo grafico: la struttura € equivalente a un
vincolo cemiera in A. Per rendere la struttura isostatica basta T¢
mettere un carrello che ha asse che non passa per A:

Pl ,{f -

T F\‘LB

AN




ANALIS| STATICA

reazioni vincolari

.‘- C
I
f‘ Ve He
equazioni di equilibrio (polo B)
He = O He =O
e e NTEiE- Ve
Ua Q +FR =0 \a = E
< D
struttura con reazioni vincolari
TE

verifica

ZFx=0 ok '
2 FYy=0

e

AN
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ESERCIZI

ES1: fare analisi cinematica e statica della sequente struttura. =

ANALISI CINEMATICA Q \L ®
Formula [3t-s=1-i] id fd
3t-5-0 r

p ot S

L-L=0
Z B>J
4 @
i =0 — non possiamo togliere nessuno dei vincoli senza
cambiare il cinematismo della struttura. | .
| =0 — ' asse del carrello in C non passa per A. IRFPELERTY
= caso isostatico b

ANALISI STATICA

reqgzioni vincolari ’lf"j

F
S A
B
M
ve 1L |
e
equazioni di equilibrio (polo A)
Ha +He =0 NA = - F
2
VA -F =0 Ve =T
-F2 +pcr -0 He = £
Z 2
struttura con reazioni vincolari £ 4 =
F l \]{ ®
‘;2‘“ £ '
8




verifica

Z Fy=0 tE o =0 | QK
< 2
2 EYy=D0 F-F =0 ox!
2 Nel=O -2 vl 0 <O
2, 2

ES2: fare analisi statica della sequente struttura.

reazioni vincolari

WA —7 g \VB T_t;\

el 11
o
equazioni di equilibrio (polo A)
Ha 4 HRe =0 Ma - F
INED] a = O
—C@ +Hel =0 He-F

struttura con reazioni vincolari

wl]

A 3
SR IaEENY

F . L
verifica C
ZFx=0 “F+F=0 o'
Z_ ‘Fbi — D OK\

e Mz =0 8 %0 -0 ok

OK .

Fe

110

AN




ES3: trovare 'equilibrio delle seguente struttura senza scrivere le equazioni di equilibrio.
reazioni vincolari Q J/ F =

\LF :_B

\ = = = =

NN

Il vincolo carrello in C da una reazione verticale.
Il vincolo doppio pendolo da una reazione orizzontale e un momento.

Per la traslazione orizzontale non ho nessuna azione quindi si cancella.

Per la traslazione verticale devo bilanciare la forza F quindi la reazione in C sara contraria a F e di
modulo paria F.

Osservo che si & creata cosi una coppia di modulo = :!22_) in senso antiorario = il vincolo in A dovra

bilanciare tale coppia quindi valere in modulo F€ e in senso orario.
2

In un corpo rigido soggetto a roto-traslazione, gli spostamenti elementari di due generici punti P e O
sono legati dalla seguente relazione:
dSP - leo + o d) X PO d S vettore spostamento | 2 d¢

d d) vettore rotazione

v

! J K
(Up-Uo) ( +(\!(9—\lo\]4 (wp-ue) = Ox dy P2
(Xp-Xo)  (Yp-Yo) (Fp-3o)

In 2D si ha:



'L ] W |
(U\?-UOWL'HV()-\IO):T = é 525 da
(Kp-Xe) (Up-4o) B

=) Up= ua-(\{P—L{o\Cb:’
Np= Not (Xp- xo\ b3

ES4: fare analisi cinematica della sequente struttura con il metodo analitico.

Formula [3t - s = | - i]
= A . et
A) S=4  eRIne ]5 ! ko]
B) S= 4 cfRLw 11T

LS =2 O i A

£-(=0 é/_

1. Scrivo le equazioni cinematiche di ogni vincolo:

Up = O
Nf= O
UQ): @)

2. Scelgo un polo, ponendo su di esso l'origine di un sistema di riferimento xy. Proietto su quel polo tutte
le equazioni cinematiche:

B
l VE) = Va+ (XB = Xﬁ\ @P\ _* pi= Nor (X P - Xo \ b3
| L4
= VA + /QX dPPt
Y A soche: \UB =0
Dl L

X =S \VA+L2xPp = O



3. Scrivo il sistema ottenuto che é in funzione dei gdI:

(Up=O 1A Ig ol T T O]
LAY 2xdp =0 L O 4 x| L < O
wl 1 1 1 1 1.+ j
A
dexr (A =0« + O => (=0 - casoisostatico
ESS: fare analisi cinematica della sequente struttura con il metodo analitico.
Formula [3t-s=1-i] X 1
X A &
3t-s =90 | Y
: Fa /717
A-¢ =20 /N ot

1. Scrivo le equazioni cinematiche di ogni vincolo:

dsa v =0 = up coSA+ASINA=O

N
i i %/
Iy \

W= O

NBd=0

2. Scelgo un polo, ponendo su di esso l'origine di un sistema di riferimento xy. Proietto su quel polo tutte
le equazioni cinematiche:

YT X /"“ 2
Ut = Uo - (Yg-Yol o U= Lo =0 v /
i /777
I\(P:,: (\YO"'LX\”D FXQ]<#)O [Q‘B: [\FO Jr_Q_,@o :O /{/\0&
{uﬁ:uo-{qg-qowo A/
@ = o+ (Xa - Xo)do ﬁg
=5 | Uo tWdol ot tale SN = ©
si ha quindi:
U = ko =0 A 0 O Uo 0
{SB:[\E‘°+Q«CPO=O =9 O 1 £ N END
(Uo +W o) o3l +fosine = © L s sind oS & J | o QO




dexr (A) = W ooSd - £s1nd

Quando ho det(A) = 0 ? (— sono quindi in un caso non isostatico)

N Cosd - 235Nt =0 => W oNd =Lsind =Y sind

CoS X
= o = G ‘_lﬁ- )
g%
ovvero nel caso in cui I asse del carrello passa per il fulcro della cerniera.
! B
17
O /
[717
//
V7
i i
‘I
[
ES6: fare analisi statica della seguente struttura. _ -
reazioni vincolari AL T L
: d / $
F +N
= ey |
PTTTSTI T
<
|
<«
He = | B ' {0
equazioni di vincolo (polo B)
Ha s He-F =0 e |5 B
4
=0 He = B

&

R +Fe-Ha2e -0 \®R=0
.



struttura con reazioni vincolari

= _>|P1 155
Z S
<«
g1

ES7: fare analisi statica della sequente struttura.

reazioni vincolari

5 C D
Fe t 1
: -
>4
He \:___?F;
A~ Ma

|
\

JA

equazioni di vincolo (polo C)
[ Bp +F =0
JAUEEEN

| Mo L €80 8§83 =0

struttura con reazioni vincolari

5 ok D

(1 :

t.j

verifica
ZFu=O 2E+F_F=O k!
. W 4 4
2 \4=0 o
ZMp=0 R -3Fe +E @0
2 4
0 ¥
Fe ¢, ol BN
2 yF T
|2
=1 »|f
Bl 1 ! ¥
/71
Ha=-F
VA =+
MA = 7O,
verifica
S Fxeo G-10- 0 oK,

SFy=0 F4f-0 OK

_Z—HC_:O FQ_,—FQ HF-_Q-\--\_:Q

-Fle =0 ok



CORPI RIGIDI MONODIMENSIONALI

Le considerazioni fatte per I'asta singola possono essere estese a sistemi di aste vincolate non all'esterno

ma anche tra loro. In questo caso le condizioni di equilibrio non sono limitate alle tre equazioni cardinali
della statica. L'incremento del numero di equazioni necessarie per imporre l'equilibrio € I'unica differenza
rispetto al caso dell'asta singola.

ARCO A TRE CERNIERE: formato da 2 aste vincolate esternamente e tra loro da cerniere.

/\O cerniere non allineate — sistema isostatico
O

o cerniere allineate — caso labile

O
O

Infatti se i fulcri delle 3 cerniere appartengono alla stessa retta, la tangente iniziale degli archi di cerchio
che le aste descriverebbero se non ci fosse il vincolo interno sarebbe uguale.

Consideriamo il caso in cui un'asta & incernierata a terrain A e
legata alla seconda asta in B con una cerniera. ®

1T

Analisi ispettiva:
e  considero attiva solo la cerniera in A
— il sistema puo ruotare attorno ad A,
e  considero attiva solo la cerniera in B
— il sistema puo ruotare attorno ad B.

Notiamo che la combinazione dei due cinematismi
produce una rotazione attorno ad un punto C che i | R
i

sta sulla congiungente tra le due cerniere.

L'asta verticale costituisce per quella orizzontale

un vincolo semplice detto BIELLA — come avere un

carrello in B con retta d'azione C. [

i

Yooy



ES:

Ho 9 gdl e 8 gradi di vincolo.

Notiamo che le aste 1 e 3 sono bielle per I'asta 2 che quindi pud ruotare intorno al punto C dato
dall'intersezione della retta d'azione dei due vincoli semplici.

4/
A
L
ES: fare I'analisi cinematica della seguente struttura.
Formula [3t-s=1-i]
-0 =90 c
| - o ¥
’Q -L=90 A Iy, A B o
Noto che l'asta 2 € per l'asta 1 una biella con asse di azione
orizzontale quindi posso sostituirla con un carrello con asse di
scorimento verticale.
o <W
Metodo grafico [centri di rotazione] N 77 & g

Il corpo & dotato di labilita dato che il centro di rotazione & in A.

Il termine biella si usa dal punto di vista puramente cinematico come collegamento, tramite due cerniere
alle estremita, con altri elementi strutturali indipendentemente che sia caricata o meno.

Dal punto di vista statico, la biella € un'asta che sia sollecitata solo agli estremi e che su tali estremi non
riceva momenti.

= F

\L J/ Il caso a) & analogo al caso
é 5 b) sia dal punto di vista

cinematico sia statico.

© ©



In questo caso non posso fare I'analisi statica
considerando il carrello al posto dell'asta perché
su di essa agisce una forza.
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ESERCIZI

ES1: fare I'analisi statica della seguente struttura. S

La struttura € un arco a tre cerniere; la struttura e
isostatica dato che i fulcri delle cerniere non sono
allineate.

LK

1

|
|
oy //}C/

reazioni vincolari

equazioni di equilibrio (polo A per asta | - polo C per asta Il)

("Hf‘\'\'H(’)=O ] Hp\_—_}\\(b HH:_E_
4
LRAVCETe @D VA = - \Up S
-He Ry B =0 | B =R e \](5=._.%
ﬁ -HE+ Re =20 1 Re = 1k Bid 1
a
-\ - F v Ne=0 @ \‘Q: VD + F “Q:S_F
e &
+F2 + IR +Rpe=0 Ne= - B AL LI
< N Ar 4
struttura con reazioni vincolari 1 L 4
(5 \’7{4/}\@)
%‘ —
F o
A ll:%
‘<—




verifica

2 tx=90 F_F-0 o LT E Ol ok
& H |
2ty=3 E_ 1 ook T CLERRT =1 DU
z 473
2 M= -Fa+E =0 ok] —FR+3FEQ-FQ -0k
4 4 2 9 4

ES2: ripetere I'esercizio precedente considerando, per le equazioni di equilibrio, l'asta | e la struttura
globale.

5

Y

Per le equazioni della struttura globale devo
ignorare il vincolo cerniera interna.

reazioni vincolari equazioni di equilibrio (polo C)
1 - HA 4 Hp = o
VA s\B=0

-He 23 g =0

[ -Hp+Hc=0
J UplaNe-lE =0

-\[p20 +FR =0
3 &




Ha = He

Va=- Vg
Ne =
Ha =Rc
Ve = —\p+F
A=k

4

=
o cC
e
A
L3
T

ES3: fare I'analisi cinematica e statica della seguente struttura.

ANALISI CINEMATICA

(Il

Ac=-E
<
Vo=-1
4
Re=-E
4
s 10
4
Ne = 5 F
a
(A= &
4

otteniamo lo stesso
risultato di prima

/

277

VF

Formula [3t-s=1-i] | W
I T /
St ] «) Z
=3 S -5 =10 ]
S=6 o R
7S

=> Q- =O 1 1 1 11 i e 1!
Metodo analitico
struttura senza vincoli gdl

N o UR A, On U, Nt e
¥ I 1S




equazioni di vincolo

vincolo cerniera in A UWa=0
I(P,:Q

vincolo cerniera interna in B Um} = U\[})E
(\S‘E'J: - N—(Si

vincolo doppio pendolo ad asse orizzontale in C Lie Sy
Pe -0

equazioni in funzione dei gd|

B
T
L
I
®
il N
&
Si ha quindi:
Ua=30
Na=O

Uel = ua - 2 dp
"= Np+4L DA

WeE = Ue - Wde
Nt = Jde - Qde

Ua -2 dpa- Ut nde =0
NA +L Dp - e ¥2de =0

e =0
@C:D



sistema lineare

Mmoo oo ITualllio
O YR ol O 19 10 N Q
4 0-2h -4 O n D O
O A4 2 0 -4 4 e :O
a 19 13 |4 T [ Nc QO
(O O 000 4] d¢ O

Rendo la matrice A triangolare:
e inverto colonna 4 e 5 (det cambia di segno),
e sommo dllariga 3 lariga 5,
e  sottraggo alla riga 3 la riga 6 moltiplicata per h,
e  sottraggo alla riga 3 la riga 6 moltiplicata per I.

o Ol ol 1T Ol O
O Yl © g Ol O
Al Ol 10 9115
ok = -2l 0O
Ol M1 el B 0] 1)
ol Ol Ol U Bl O

L O W O 3 Oy

la struttura e isostatica se h > 0.

ANALISI STATICA R

@)

ll

N\



reazioni vincolari

= Ao
\b l= < "k“—“‘@ __:?E)| L F
B RE ‘|' \
T i T BT
c <
S
Ha > [ A
v !
equazioni di equilibrio (polo A per I'asta | - polo B per l'asta II)
Ha +HB =0 Hp=O
“F 4yprUB =0 Vp - F
V[b-e,—-Hl'b;l\,\ =0 Hs b £
-HC -1 £F=0 He=
~\Nthz0O ey =0
-RBeW-Hc=-0 Mc = - Flh
struttura con reazioni vincolari
F ®
f : | e =

/rl‘)\

C
.
=~ A g
verifica
2 Fx=0 ok 2 Fx=0 F-fF=0 '
2Fj-0 F-F=0 o«' 2Ef-0 o«

2MB=0 FL-Fe:=00k' ZMT=0 FW-Fw

D | plel’



ES4: fare analisi cinematica e statica della sequente struttura.

\_._.
ANALISI CINEMATICA eo_ O& \L 0
‘7
Formula [3t-s=1-1]
i
EE! |
=223k -S=0 =2f-L70 -
S =6 D
rr77
Posso vedere |'asta | come una biella: =
T =
BT T T8 v F
I :
77 -& D é evidente che | = 0.
7377
ANALISI STATICA
La posso risolvere senza scrivere le equazioni:
reazioni vincolari
\‘u'l :“. 1I\ "\j A
. { s Vv F MA=O © Vp o —F
HA - : A =0 ) =+20 =
|
A S O \|® = XF
b N =Va=-F
'.\: Q }.II__' N
AL L
A S D
o | 2 — A
T ' W F
' |[_, D ottengo che |'asta verticale &
A & 1*’_ 5 caricata a compressione

,-r;

A
|



PROVA D'ESAME 26/02/2021

Aggiungere un carrello nell'estremo C nella struttura illustrata in figura (asta singola), al fine di renderla
isostatica, dandone dimostrazione tramite analisi cinematica.

Svolgere poi I'analisi statica e diagrammare le caratteristiche di sollecitazione.

£l

\\\
—~
‘=

YV

@)
o

\\\
i

a4




ANALISI CINEMATICA

Formula [3t-s=1-i]

b= A _
S 5E-5=0 32 Lo d < ()
S =2

Metodo grafico [centri di rotazione]

r::! C

NN\

&

d non passa per B
= struttura isostatica

ANALISI STATICA

equazioni di equilibrio (polo A)

reazioni vincolari

€111 1He
| - HE + He =0

1)
Vo -F =0

\L -Hpe —Fe - Hcle =S

Y

He =-He
VA =F
'—HCQ :%

He = &
VA =F
HQ:-—P



struttura con reazioni vincolari

verifica

2tx=Q +-
iUl Fr
ALRESNE S

L =01 ow'
F:D QK\,
g xe-b| Pkl



DIAGRAMMA DELLE CARATTERISTICHE DI SOLLECITAZIONE

ES: fare i diagrammi delle caratteristiche di sollecitazione di una mensola caricata in punta.

ANALISI STATICA

]ﬂ

30 aprile 2021

LY

T ha \ L

A

( i Tt

B
CARATTERISTICHE DI SOLLECITAZIONE

sforzo normale « [] =

lo sforzo assiale & nullo
NN =
sforzo di taglio 40y
considero due sezioni:
K N
M =
AN REEE ZMsn=0 Fe-Fx-M=0
B 'J/_ = Ms T((Q-X)
VR
X
= od
F/‘\ y 2N =0 ~—F((@-X)+wn=°
a1 a
(!.3',\ & =M = F(Q-%)
—-
Q ~X
'~




sforzo flettente
M=F(e-X)
Mo\ = F&
M(Q)

Si disegna dalla parte delle fibre tese: L J, /C ?

1

O

Nel nostro caso le fibre tese sono le superiori:

i ®

ES: fare i diagrammi delle caratteristiche di sollecitazione della sequente struttura.

ANALISI STATICA 3

RSN

CARATTERISTICHE DI SOLLECITAZIONE

sforzo normale . ] =

P\l If\“} |

sforzo di taglio 4 Oy
considero due sezioni:

L

Ne =0 F?% ~EL =5 € gia in equilibrio



e} e scarico
2 B

F._'__._

P\".

Y
‘-l"
=1

sforzo flettente (fibre tese superiori) & [ )

MT—F(%,?«] R,

] M\ L0
M(O) = F2

2
M(%\: O

ES: fare i diagrammi delle caratteristiche di sollecitazione della sequente struttura.

! /77
ANALISI STATICA YT

RS 0
F i

CARATTERISTICHE DI SOLLECITAZIONE

sforzo normale

. . 4-
sforzo di taglio [

S
Bl Bl G L 1 1 We

-
sforzo flettente g

-1



ES: fare i diagrammi delle caratteristiche di sollecitazione della seguente struttura.

e
3 s}
ANALIS| STATICA A 1 &
7|
Fe & IP\ (.52 R i L
CARATTERISTICHE DI SOLLECITAZIONE
sforzo normale sforzo di taglio sforzo flettente
.= 4
[ A [ [ A [ [ (
| (i s | | < | | 1
A 5 A 5 A 5
ES: fare i diagrammi delle caratteristiche di sollecitazione della seguente struttura.
ANALISI STATICA A
Z | (
8 Edl “
- )
£ J L
=J
G
1__
Lo
- X d
2
CARATTERISTICHE DI SOLLECITAZIONE
sforzo normale <[ - sforzo di taglio sforzo flettente
+ : e -
!' : ———pd Wi I :
A 8
4 A 209
‘—-‘
I 5 L. ;
C =)



ESERCIZI

5 maggio 2021

ES1: svolgere 'analisi delle caratteristiche di sollecitazione della seguente figura.

ANALISI STATICA

A Y 5

| |
,-I\ il‘:/ 'Ll /]\ F:I/a Q

CARATTERISTICHE DI SOLLECITAZIONE

T

sforzo normale

sforzo di taglio

F/_z_, R A

N

sforzo flettente 11"

2

/I\l-/czj | 1—7& Z MS/\ =0
A0 v T M = e X
A ) 2
v 5
(04 //(\ \/ A g > Ma=0
M P T
ST S
115 AT e

In A agisce una cerniera = non reagisce alla rotazione
In B agisce un carrello = non reagisce alla rotazione
Vedo che in S1 il momento aumenta linearmente con
I'aumentare della distanza da A

M - Fe

21 4 B
2 &

f1
Samy]



ES2: svolgere |'analisi delle caratteristiche di sollecitazione della seguente figura.

ANALIS| STATICA

N

0
F?ﬂ‘ "
)

CARATTERISTICHE DI SOLLECITAZIONE

sforzo normale

i D
| = |

sforzo ditaglio | []A

sforzo flettente 1€ [1§

A b

| —

b
/s
S 1 &
Vo4
2
k%ﬁ\_m?%
& LY
il 5 L
N /D ! | —M+Ex =0
S [5 H:F)F(-

In B vale 0 dato che c¢'é un carrello quindi non esiste

una reazione al momento

ES3: svolgere |'analisi delle caratteristiche di sollecitazione della seguente figura.

ANALISI STATICA
Sfrutto I'analogia statica con il carico concentrato A / VV VN V\k
NB vale solo per 'andlisi statical! /Pf
Q \ :
@L:f QodX = Qo @ Q2 ‘
6 v

1
1

YN




7
Go% 5 ) 2

%Ql } L qoglip\rj/d/\l/ \l/\l/ \g

CARATTERISTICHE DI SOLLECITAZIONE T2 N 4+N

sforzo normale

sforzo di taglio

T(x) _—gth\&x = -Qox +Ca

. ' |; C A
GIOQ’/Y L C,/\ = ~% qO«Q

GoCQ

TCy\:'QOX -\—QOQ
T (Q) :qu
Tley= &

sforzo flettente

MUX) =TI(X) = =QoX +Goc

2 (¥ =l ~Bax- ros0x 104
-Qo g \ RICIEEZE ST E.
so che:
L 1 HLQ]:O

Pﬁ B dato che B é un estremo libero

= Ca - ~Qo2?
3

=> MX)= —GqoxE + golx - Qop?
2 <

M(o) - - Qo ¢°

Z



ES4: svolgere |'analisi delle caratteristiche di sollecitazione della seguente figura.

D B ;/T 270
4%'1: E)TD

L
0 2
= L s C
4RV
¥ 47
LD
F 1
\_.4
X ¥ X
L %Y e
sforzo normale
- ) B
{ B 4~
|
y 311
[ ¢
i
A F
sforzo di taglio =
———B
b B
D MOV
¢
L] E




sforzo flettente




ESERCIZI

EST:

r=1,26cm P AL
lo =30 cm (AB iniziale)
11 =31,5cm (AB finale e F = 1kN)

E=Au-00 = 24,5 —- 30om

A0 0 o
\—N_J

allungamento relativo

- 0,05

G

quantita

adimensionale

I 5% ¢ il limite prima del quale si parla di piccole deformazioni.

sl=1E 1 190l B 1121109 fol =
Ao B A0 T m*
L sezione trasversale

ES2: Trazione con: D O JE 4, el
F =20 kN a0z, €2, 03
E1 = 70 GPa (alluminio)
E2 = 200 GPa (acciaio)

29= 22 = 30 o

Tuz= F = 0O 000 N
| Ar (o004 0,02) M*

= 100 AO¢ Pa = 4100 MPo_

A2 3,44 gonTm*

Ul=l Edel I=xl@galzldal + Woo:-1408 Pa |-

2 MPa 5 sforzo ingegneristico

7 maggio 2021

1

@![:.

6[::

A A

—

B

s

G - F - 200.000 N JLG% - |08 fod 2

En F0 409 Pk

63,3 Mfa

4. 43100 ¢

Eallazl Clalzla 1o P (=034 (0] 2

=3 260 LAOS Par

= l'acciaio si deforma meno.

\
\

Y
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lﬂ:ﬂz?(/\+£/1\:5o,©d.2 CInAe
27 = AT (214 €2)=20 096 om
ES3: 3 provini di osso corticale
F LN LT ) PROVING
O 5
2,40 g, 9%
/r = 4 %0 23033
3290 5,0% 3
v Q\\ G, E) = nei tre casi
0 L VL ¢
A= (0002 0,00&8)M% = 4 1Q
X B
F’
FONY | 0 =F/A TPal | £Tnm] | E=(0-£0) /4o | #
pe ] 2 2
3,40 60 - A0° 5,0A% 0,003 4
40 A0 - A0S S i e o 00,0066 2
= £} RO 10 ° 505 O;0A 5
Il modulo elastico lo posso calcolare facendo una interpolazione — E = pendenza
a[Pal p
A20-10° - /» - 60105 A AR GPa
60105 - s kL
341004 661079 o010t T &



LINEA ELASTICA
Consideriamo un corpo deformabile nell'ipotesi di piccole deformazioni. Vogliamo trovare
l'abbassamento della trave soggetta a forza.

\L i F
I A \L
| AN i >
DEFINIZIONE GEOMETRICA DI TRAVE

Corpo 3D che ha due dimensioni trascurabili rispetto alla terza — probelma 1D.
Distinguiamo tra asse della trave (asse x) e sezione trasversale (piano xy).

% 95

Consideriamo solo problemi per trave piana:
e  assumiamo simmetria rispetto al piano xy (sia per carichi sia per sezione trasversale)
e  ye zsono assiprincipali di inerzia
e  sviluppiamo tutti i problemi considerando solo gli assi xy

Y A N

V
X

f
Ipotesi:

1. Eulero Bernulli: le sezioni si mantengono piane e perpendicolari all'asse della trave

ERRENESE,

AEEEENE ;i
| 1] | £

2. Problema piano negli sforzi — deformazione assiale + flessione nel piano
3. Piccole deformazioni e piccoli spostamenti

CINEMATICA

l{ /N
ulx) : spostamento assiale ‘\_/

N (%) © abbassamento (inflessione)
B (X\ * rotazione

V'

® = N°' —secondo l'ipotesi Eulero Bernulli '



| punti qui hanno uno spostamento assiale maggiore rispetto a «
] | punti qui hanno uno spostamento assiale minore rispetto a

Lo spostamento assiale u di un generico punto della sezione lungo 'asse € funzione di y:

W= Wo-Y9S=Uo- Yy

O >0  seéorario rispetto alla verticale (y negative)

Deformazione assiale: £ o

Deformazione della sessione: €yx = dU(X) - (' = & — L{ N

al¥ L QU RVATURA
Curvatura: ¥ = 2 DELW ASIE
DELLUARTA
Nell'ipotesi di piccole deformazioni: ..
7

a2y 77 \

Q. 2. A1

dx ={dg = 4 X = d&
V a X

X = ' =a"

Cerchiamo di capire meglio:
Consideriamo due curve, una con una curvatura
maggiore rispetto all'altra:

Caso 1

Caso 2

PSRRI A

1P| picehie e

(ACr>CAdc,
PN Ae Ll

Exxn £ Exxa
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EQUILIBRIO

STRESS
G~ e un tensore del Il ordine simmetrico; assumiamo come non nulle le componenti Oxx , Ty «
Come conseguenza abbiamo tre forze interne o caratteristiche di sollecitazioni:

Azione assiale

N = j [y 1dA
A

Oxx = [___F ] integrando su una sezione ottengo una forza — c'é congruenza
Azione di taglio

Ii= SA [TyxldA
“Cnﬁa e la componente del tensore degli sforzi nella direzione y che agisce sulla faccia di normale x

Momento flettente

M= — JQ [ YTxxIdA

EQUAZIONI DI EQUILIBRIO

N' = plx)
T' = gx)
MYz T

N.B. p e g sono i carichi distribuiti assiali e trasversali considerati positivi se diretti come gli assi.
Usiamo un modello di materiale elastico = leghiamo sforzo e deformazione attraverso la relazione:

Oxx = € E€xx — legame costitutivo

Ricordiamo inoltre dalla cinematica la relazione:

5%}(16:::-\-1%



Sostituendo si ottiene:

N L‘L—G—H]dg E&AEE\AX AQ:fQF(Eoqu)dﬁ

" —

€ ot - ESX
MCNTQO STATIWEO RSP, 2 _
S=[Ydh =F xpss) bancen i

5

CEo &

|

— fisicamente e congruente a quello che ci aspettiamo, ad esempio se il modulo di Young aumenta, lo
sforzo assiale aumenta — ha senso.

M- - [Ty dn- -] Eeayda :ﬂgAefgo—uJ'xma:x

SEEN: fﬁq df+ TX [y df = -EesSt Ex L,

| MO L \N ERXWA (ISP X

= T T-bh" M
A oo

— fisicamente € congruente a quello che ci aspettiamo.

Questa equazione descrive il momento flettente secondo: i1
® le proprieta del materiale (E)
® unaquantita geometrica ()
e un valore che da informazioni sulla sessione della trave (1)

A noi interessa trovare I'abbassamento v. Si ha:
WA EHERS W ERINER
M (XY= CT U = T
ol = RN k) = &%)

ES: Trave incastrata caricata di punta

'p, \L 8 <t rEVN> B
|

/
v
/

o S —_—



GRS - CAx 1 Ca,

1L ! CarxtiCaxxCa
1

-y = CA_?f_s —\-C%?}__L ¥ Cyx+Ca
'S

N

Devo trovare le costanti — utilizzo le condizioni al bordo:

Incastroinx =0
N (0)=0 abbassamento nullo nelliincastro
D (O\ =9 = ! rotazione nulla nell'incastro

Estremo libero in x = |

Fe | T T(o)= F
e

B M(e):=0

Ricapitolando abbiamo trovato le condizioni:
N(Q)=O
N'(0) =O
RRY= O
T(o):=F
Le equazioni precedentemente ricavate sono:
el 2 Cla
t = Cax $Ca

N
CInN':CaxtaCav+Ca
o

o 1 £ CA_?_K_S +C2J2§__L 4 Cax v+ Ca
& Z

(taglio)

(momento)

(rotazione & = of )

(abbassamento)



Si ottiene:

/Ca,:O
Cae D
Ca = F

\MLQ\=O=’FQ+Q9\ EETERETD

S N= 4 (- __ngh\:ez?:)

< oL,
L'abbassamento massimo:
N (Y- _Feb
AcT

Analisi dimensionale:
(€)= AT [eY] = [ o'
Tr [

ES: consideriamo ora un carico distribuito

i <t EV - DB

s3I = - gq
7 | B

\ i i

R T=1
ETnM - Qo X + Cx

)

i T = XE H 10 beltiClal

QUHUT =
Zi

[:I(\('l: _"CiOZ_E_\.C/\ I wiC2iK + Az
a 2z

ETN =_Qox* xCy 23 +(u Xrcax +Cq
24 S 2

gl 14 = 2



Condizioni al bordo:

Gob* 1 Hgk N(D) = 9
2} (\ | | N'loy= ©
! o0 M2Y)- O
T(o)= Qo
Si ottiene:
(idl =2 ©
Cva I 5
qou— Ca] | C%:Q&Z-QOQL:*C@&'L
) 2

TW) = gol => Ca=Gee

F= 4 [ ~G2x%+ goldn’ el X*)
EL 2 G € 2 R

Nmax = §(2) 7 - ﬁgQa

el
ES: studiare la seguente struttura
<{ MV >
(XV\ =-S5
EATEEEZ A GEMNEE 1%
(i T %
EGLENSER
GIr\f“ = -~ Qo X+ Ca
TN" 2 —9o X2+ Qax +Cxg
.
FIN': — g5 %>, Ca +C2 X +Ca
= 2

El(\g—-_Q%ox + Cx 7\3 X2 ?\*'C%K + Caq
14 S 2



Condizioni al bordo:

FETEERAR
Mlov =0  X° FAYRE e
Vi0)-0 ] T VleY= o
FEERRRAR
=> . (g=0
Ca=90

oo +Cs 8% +Cre =0
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ESERCIZI
ES1
cubo soggetto a trazione biassiale lungo x ey b
[=10cm /[\ F\f /I\
Fx=Fy=F=210°N | B
E=210"Pa | A
V = 0,5 — coefficiente di Poisson PRSI I S = z
? Trovare le dimensioni del cubetto deformato /// X

2 %

OSS: non abbiamo componenti di taglio — i tensori hanno tre componenti:

0 = {Gx,(SuJ,(Ta.K , £=z£x‘€\j|£a1

Pk

| Oy= E4 = £
A Q*
02 = z — faccia scarica

Mi serve trovare le deformazioni, passo dal legame costitutivo (modello di materiale elastico lineare
isotropo alla Green):

[ £ (I ol 1Y T3 Vg,
e € €
Eu b=l 1oV 24 =\ O
Tt G e e
¢ o L - D A Jz
L L E et ) S
; Ex = 1H | WIH
& %_g(qﬂmﬂ E T
S M MG € B ey T | I
- ‘Ei E(XJf T 17 o E et
Ca =02 - Y (gx*dy) €x - —y [1E)
I €1 102



e
i €y - E (a-0)
R[RLT
Exl~ 220 E — in direzione z il cubetto si accorcia mentre nelle
L £R latre due direzioni si allunga, & quello che mi aspetto

Calcolo la dimensione di deformazione dellato del cubetto lungo x:

coe =l 0y L8 => 'x = XA+ €x) =Q\3

2
ES2: 3
Trazione uniassiale lungo x X
|=10cm = 3=
Fx=Fy=F=210°N
E-=12-10"Pa

V = 0,5 = coefficiente di Poisson
? Trovare le dimensioni del cubetto deformato.

(Gx‘f_i-'._\'_

A L~
O_qzj
— facce scariche
kﬁ—i: g
/sz | :’ 3 _\_). '-,E_)___ ) /Gx
3 € =
TRERISY) AN o
s e e e i
.2 -y -V A J2
L ]I E el Iy
(Ex= ax _ V(Y +02) Ex = x
€ € =
éqig_‘i~l(qx*0—:’l\ ELJ:—_QO*K
4 ;o & G
é‘g:@*_l)_(gx*ﬁv\ dal =1V gix
£ 1€ €



=.>q_—:._8 :-_.__é'_z
Z% Ex

Il coefficiente di Poisson fisicamente mi rappresenta la contrazione che avro trasversalmente alla
direzione di trazione uniassiale. Se €x >0 allora mi dara accorciamento della direzione y e z.
Quindi il coefficiente di Poisson mi da informazioni sulla contrazione del materiale soggetto a
deformazione.

ES3: \L F
Blocco di acciaio compresso in un sistema con parti indeformabili
| = 40 mm - [ T [ 1] |
h = 60 mm Z 2
HP: / i
e  non c'é attrito tra pareti e blocco ;/ 4
e  Fdistribuita in modo uniforme sulla faccia del blocco ” ;
? Trovare il cambio di altezza quando il blocco viene compresso con una ! 1
forza di 160 kN A -

Mi aspetto: )\Tx
2
Ex $0 1 ]
J
£x 3 By O — il blocco non puo espandersi

g x = O j = dx ‘fl- O - se la deformazione & nulla non & detto che anche lo sforzo lo sia, anzi
si genererera proprio dal fatto che il blocco non riesce ad espandersi

Non ho componenti di taglio (dato che non ho attrito tra blocco e parete)

£l BEEREFENEREN N/
C € E
ey i |-V STy g
1 € S £ P
<2 -V -V A 02
L € B t -
Ex= 0x _ L0y +T2) P = 0x _ Gy +T2)
T € E TE

1SS

gy _ v (ax +02)
F

Ey = Ty _ v (gx +02)
. i o z

G



k(f.% :03__12((5&*0'3\ ké\i =0__i~_2(6'x+09\
1 3 % 3

D (x= VI 0dy+0z)
6-(1: ]){))[G'\/-{-O_;‘L)%G,LJ = l)LU’-lj TDQ'O‘Q;TI)G':Z

Gy A-v") =gr DA+ V)

0y= P0x (Mrpl = PGz ( A¥D) = V0> g%
I-pz A=V AT A-V
2 =G2 - 0 (%x40TY) - gx _p 2 ! SEENENdNE
€ 1 Ic ElLlE }»_p] € €
Oz2 =_F — compressione
T
ENGAERNLAPNR R N l/x- Zu?—]
Qe 22 € WUA-D) Q2 A=

calal Ah = b‘m-‘—f#(»—-_&f‘)k
~ 2%2€ A-D

Ritrovo il meno che & congruente con la compressione.

ES4: Appello straordinario - maggio 2021

1. Aggiungere un carrello nell'estremo D nella struttura illustrata in figura (asta singola), al fine di
renderla isostatica, dandone dimostrazione tramite analisi cinematica.

2. Svolgere poi l'analisi statica e diagrammare le caratteristiche di sollecitazione.

3. Trovare il valore di F [N] affinché M(E) = 1[Nm] nel caso in cui | = 10 [cm].
—re—1-f p 4
] =
TH
; | = ~
) 5 " = D
; i IE \ L
IYarl
5 x
IXas
&
Tz X /)\ % X



(dimostrazione ...)

2. ANALISI STATICA (...

N)

5
-
—[] « :
5 1=
| E
U
)
7
.f’\
F/a 1014
[
= c

T yan

F/,,z,

Considero il tratto A-S1
— B

Non sono convinta, considero il tratto S1-C

/‘\ S? N = gﬁ
| 11
- -
v Fh
AC
F/oz_s

Considero il tratto A-S1
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SIMULAZIONE D'ESAME
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ES1: Aggiungere un carrello alla struttura illustrata al fine di renderla isostatica, dimostrando I'efficacia

dei vincoli tramite analisi cinematica, condotta con il metodo analitico.

| due carrelli presenti in figura sono equivalenti a un
vincolo cerniera; devo aggiungere un carrello il cui asse

non passa per la cerniera.
; <B'/
: /
F 2

X E)
A
B <’ 777
/
777
ANALISI CINEMATICA
Formula [3t-s=1-i]
e -S = K-
s .
= | K= — situazione ambigua
S=5
Metodo analitico:
struttura senza vincoli gdl
Ug, I\S-Pgl Yy
-
hlls , 0

equazioni di vincolo

vincolo in A UA =0

vincolo in B NB=0

NN



vincolo in C o 20

equazioni in funzione dei gd! (polo B)

f'm—.u\y—\jwj%\:;?g e = Uo -LLJPE(LEQ\‘PO

§p: No + LX9~X0\LPQ

J‘

NG =0
L Ue =D - (Yo -Un) ¥n
Q_
U =0
N =0
U - R Re = O
sistema lineare
IERCEGEETED O
O LA 1o Ne Ll
L £ o -] Yo O

der (AY:-¢0 o
=% | 9 l=] il 1 (\3 e 2] @ — struttura isostatica

ES2: Per la seguente struttura si esegua I'analisi statica; si traccino i diagrammi delle azioni interne.

ANALISI STATICA 2 \3 C
p, & / ]
¥ 4
reazioni vincolari / \L E
A C £ 0 |
H 2 [ \L = |
S T \l ﬁ
Sy
- —
| Ha i (




equazioni di equilibrio (polo A)

Hg —HA=O
Nel-IF = <

- Hel € =10

struttura con reazioni vincolari

e C

He = Ma
NIA =i
Hy = O

=% N 3

Ha
Va = F
Ny = O

I
O

2 Ex=0 o !
p) Fy-0
ZHe = O

= b3 bt ks Ol !

FO-¢¥Q ok'

Ty

oy




ES3: Per la seguente struttura si esegua I'analisi cinematica e statica; si traccino i diagrammi delle azioni

interne.

ANALISI CINEMATICA

Formula [3t-s=1-i]
X= g
LT

1< o =tz

Metodo grafico [centri di rotazione]:

b

O

<
® =

[ANTS

///

F— ?‘"

La struttura € un arco a tre cerniera con i centri di rotazione non allineati = caso isostatico.

Inoltre, osservo che l'asta 1 € una biella, quindi equivale a un carretto con asse orizzontale in B.

ANALIS| STATICA

14\

reqzioni vincolari

Ha

equazioni di equilibrio (polo B)

HA + R = O

VA + UB ©O

~\[AQR =0

—Hmr tHe -Fo o

\JC -V = O

-F2 + Hc R <O
Y

é__.—._
=
\\\_\[\ T T ;: C,
J]\ Ve
[ Ha = -Re
Up £ 2 VU0
Vn = O
4 He = -F
<3
VC =V}
He = €
2.

///

o))
VB = O
VA=0
Hos -

2
@ =Ty



struttura con reazioni vincolari

A 5
> | D
F/UL th F/Z
i
7 110]e
o L
verifica
AETES ELleE aF il ¢ | Gl
L XL 2 9
fs‘?y: O Ox!
Pittelelo) | SFR TP 2T e
oL, o2
CARATTERISTICHE DI SOLLECITAZIONE
N) =) el &f )
5 A | ad
A 5 -
L
b
M)
5




ES4: Calcolare il modulo elastico della trave elastica in figura sapendo che 'abbassameto in mezzeria e
pari a 6 mm, assumendo che:

e L=Tm =
° sezione quadrata di lato 10 ecm 8 B ‘—\\ <
e F=800N ' ‘
/// v
EQUAZIONE INDEFINITA DELLA LINEA ELASTICA &
E 1] M T S IS [ I NS -
EL v =9x) - gx)=0 | j
CARLO  CONCRNTRATD
FIN"=0 TARLY
FI i )
GT_I\S_” ___C/\?‘\+ CQ_,
Btlal Lol Qabxt L C2sd £ 03
2
. 1
ETn = G X 4 Coxn” + Cyx 4+ C4
G Z
CONDIZIONI AL BORDO
vincolocemierainx=0 —> N(oy=0 — C4=93 @

Mw)=0 — Q=0 @)

vincolocarrelloinx=1 — @)= O 5180 T § Gl =0 b (=t T &
<

MR = +Q — 4+ FQ=Cs & = C/\:.F@

Et § E =i
~
I\((g.\~—g‘w\a\\:\l = ~ O gol6 MM =
£l
- -4 4
5 Lr_o_ifgﬁ T-%* - gu* ™% - 20
~



"(‘:‘“" = IQ‘—W‘Q.X.:M-
/ s A (R ’F_Qi’-j__o
f e a c
- [ e VY . S
1 Rl: }éez’g‘_ = &2 —*—:3{: gl
& F 2 | 2
= 9,533 m

ES5: Calcolare e diagrammare l'azione di taglio T(x) e I'azione flettente M(x) neu due casi illustrati in

figura.
i Wﬂ B 8
| |
o o
(NG
EQUILIBRIO
F
{
' —)
%) T
T'OXN\ = G(x)
ILESE. S QLx) dx +Ca
= C)(OX X Ca
TLO) = So @ — Ch = g0
s %
Rz - Qo A% 4 GoZ % 5C
2 2,

L

MV = - ozt « Qo2
2 2

%o
EEEEEEL S

&

777

-

///

=

%
RERERRA S

0
~
O X

2

=

qux)= - 9o

2

Wel= o | - Ci=o

2
€ =0

@)= ~F=82 ~ |s
s R
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PROPRIETA" DEI TESSUTI
Lo studio degli aspetti funzionali dei materiali biologici € utile a fini:
e  Diagnostici/predittivi: diagnosi partendo da un'alterazione delle proprietd meccaniche (metodo
non invasivo).
e  Terapeutici: conoscere il problema per intervenire da un punto di vista terapeutico.
Sviluppo dei dispositivi medici per:
- Strumentazione: interazione con tessuti biologici per un tempo limitato,
- Protesi: interazione con tessuti per un tempo prolungato.
e  Sviluppare modelli per:
- Test di strumentazione: verificare la funzionalita di un nuovo strumento in fase di sviluppo su un

modelli sintetico/numerico,
- Simulazione e training: consentire al personale medico di testare e addestrarsi in sicurezza.

CLASSI DI RISCHIO

Classe I
(rischio basso)

* Non invasivi

* |Invasivi a breve
termine

Esempio:
Guanti monouso,
bende elastiche..

JISITI

Classe Ila
(rischio moderato)

Non invasivi, in
contatto con cute
lesa

Invasivi chirurgici
ad uso
temporaneo

Esempio:

lenti a contatto, disp.
diagnostici a
ultrasuoni..

Classe I1Ib

(rischio moderato)

Non invasivi, in
contatto con cute
lesa

Strumenti
chirurgici ad uso
temporaneo

Esempio:

Defribillatore esterno..

Classe I11
(rischio elevato)

Invasivi a contatto
con organi vitali

Impiantabili

Strumenti

chirurgici a lungo

termine
Esempio:

Valvole cardiache,
stent coronarici..

Strutturali: schematizzazione delle forze in gioco, studio della biomeccanica.

Chimico-fisici: il materiale non deve alterare il tessuto biologico con cui € in contatto; si parla di
biocompatibilita, il materiale:

- non deve essere tossico,

- non deve indurre una reazione nel tessuto,

- avra una durata prestabilita.




Consensus Conference on the Clinical Application of Biomaterials, National Health Institute, Bethesda,
USA, 1984
"Ogni sostanza o combinazione di sostanze, di origine sintetica o naturale diversa da un farmaco, che
puo essere impiegata per qualsiasi periodo di tempo, da sola o come parte di un sistema che tratta,
aumenta o sostituisce un qualsiasi tessuto, organo o funzione del corpo.”
— ci si focalizza sulla composizione.

Societa Europea dei Biomateriali, Chester, UK, 1986
"Una sostanza non vivente utilizzata nella fabbricazione di un dispositivo medico che ha in qualche punto
un'interfaccia con un tessuto vivente."

Consensus Conference di Chester, UK, 1991
"Un materiale per il quale si prevede una interfaccia con sistemi biologici al fine di valutare, trattare,
migliorare o sostituire qualsiasi tessuto, organo o funzione del corpo umano.”
— definito in relazione alla finalita di utilizzo.

Quest'ultima definizione ¢ inserita nella Direttiva 93/42/CEE.

ES: polietilene ad altissimo peso molecolare
Polimero che puo essere usato per produrre giubbotti antiproiettile o usato come inserto nelle protesi
d'anca. E un biomateriale se considerato in quest'ultimo caso.

E definito dispositivo medico uno strumento, un apparecchio, un impianto, una sostanza o altro prodotto
usato da solo o in combinazione, compreso il software informatico impiegato per il corretto
funzionamento, e destinato dal fabbricante ad essere impiegato nell'uomo a scopo di:
° diagnosi, prevenzione, controllo, terapia o attenuazione di una malattia,
° diagnosi, controllo, terapia, attenuazione o compensazione di una ferita o di un handicap,
e  studio, sostituzione e modifica dell'anatomia o di un processo fisiologico,
e  intervento sul concepimento, purché non eserciti I'azione principale nel o sul corpo umano, cui &
destinato, con mezzi famacologici o immunologici, né mediante processo metabolico, ma la cui
funzione possa essere coadiuvata da tali mezzi.

Il biomateriale e il tessuto biologico sono in continua interazione. Due concetti fondamentali sono:
e  Biocompatibilita: caratteristica di stabilire interazioni "non sfavorevoli" con i sistemi viventi con i
quali esso viene in contatto.
e  Biofunzionalita: proprieta che un dispositivo deve avere per riprodurre una determinata funzione
dal punto di vista fisico e meccanico.

Requisito fondamentale, legato alla necessita di migliorare e/o ripristinare una determinata funzione
biologica, senza interferire o interagire in modo dannoso con le attivita fisiologiche dell'organismo.
La biocompatibilita dei dispositivi, e quindi quella dei loro componenti, deve essere acquisita con



certezza (testata e documentata) e poi approvata dagli organismi deputati (per esempio, FDA, marchio
CE, etc.) prima della commercializzazione e dell'utilizzo in ambito clinico.

Non esiste una reazione sfavorevole o favorevole in assoluto = ogni materiale provoca una reazione
nell'organismo e allo stesso tempo subisce una reazione dall'organismo.

Nessun materiale biologico € del tutto inerte. Le risposte dell'organismo dipendono da:
e tipologia di materiale,
e  caratteristiche e localizzazione,
e  stato fisiologico del ricevente.

La biocompatibilita va intesa solo in riferimento alla sua sicurezza biologica:
e ¢ relativa anche alle caratteristiche chimico-fisiche e alle proprietd meccaniche del materiale,
e  deve essere controllata durante lintero ciclo produttivo, dalla fase di progettazione a quella di
sterilizzazione, dall'approvigionamento delle materie prime al confezionamento finale del
prodotto.

In base a:
e  Effetti dell'organismo sul materiale:

- Biostabili: una volta impiantati non subiscono sostanziali trasformazioni chimiche e/o fisiche
nel tempo. ES: titanio, alluminio e zirconio, polietilene ad altissimo peso molecolare.

- Biodegradabili: una volta impiantati subiscono sostanziali trasformazioni chimiche e/o fisiche
che li portano a scomparire nel tempo. ES: acido lattico e acido glicolico.

e  Effetti del materiale sull'organismo:
- Biotossici: provocano una reazione di rigetto da parte del tessuto biologico. ES: leghe a base
di nichel, cadmio, vanadio e altri elementi tossici, alcuni acciai al carbonio e metilmetacrilati.
- Bioinerti: stabili dal punto di vista chimico-fisico e presentano interazioni minime con i tessuti
circostanti. Consentono una buona coesistenza tra organismo e impianto. ES: ossidi di tantalio,
titanio, alluminio e zirconi.
- Bioattivi: favoriscono le interazioni dirette di tipo biochimico con il tessuto biologico, che puo
crescere sulla superficie del materiale stesso. Tutto cio permette l'instaurarsi di un solido
legame dal punto di vista meccanico tra tessuto naturale e impianto protesico. ES: alcuni
materiali ceramici.
- Bioriassorbibili: subiscono una progressiva degradazione all'interno del sistema biologico,
senza che questo provochi reazioni di rigetto o effetti tossici. ES: fosfati di calcio, idrossiapatite
porosa, alcuni biovetri, capopolimeri acido lattico / acido glicolico.
Inoltre si suddividono in base alle generazioni:
1G) Materiali bioinerti usati per ripristinare le caratteristiche fisiche dei tessuti danneggiati,
obiettivo: minimizzare la risposta immunitaria.

2G) Materiali bioattivi che interagiscono con I'ambiente biologico favorendo la risposta biologica
e l'interazione impianto/tessuto, e materiali riassorbibili aventi la capacita di degradarsi
mentre il tessuto si rigenera.

3G) Materiali sia bioattivi sia bioriassorbibili usati come strutture porose tridimensionali
temporanee in grado di stimolare la rigenerazione dei tessuti. ES: lo scaffold che & una




matrice 3D che si realizza con biomateriali che promuova la crescita del tessuto (bioattivitd)
e si degrada nel tempo (bioriassorbibilita) per lasciare spazio alla crescita del tessuto.

2 Natura chimica

CARATTERISTICHE FAVOREVOLI

elevate prestazioni meccaniche
e resistenza all'usura

- metallici,
- ceramicli,
- polimerici,
- derivazione biologica,
- compositi.
CATECORIA
metallici:
acciaio, titanio e sue leghe,
leghe di cobalto
ceramici:

ossidi di alluminio, ossidi
di titanio, carbonio pirolitico

polimerici:
poliuretani, siliconi, poliesteri,
polimeri fluorurari,
PVC (cloruro di polivinile),

polimeri acrilici, polietilene

hiologici:
valvole cardiache porcine;
Iveri ossee, gelatine, acido
1aluronico

compositi:
es.: polimeri rinforzari con fibre
o materiali inorganici

inerzia chimica, resistenza
all'usura per frizione meccanica,
buona biocomparibilita

flessibilita, estrema versatilita
(polimeri farti su misura),
bassa densita, biodegradabilith
Fro srammabile,

acile lavorabilita

biocom parihi lica

combinano le proprieta favorevoli
tipiche di diverse categorie di
materali

| materiali metallici presentano caratteristiche quali:
e  Elevato modulo elastico (100-:-200 GPa) ed un elevata resistenza di snervamento (300-:- 1000

CARATTERISTICHE SFAVOREVOLI

rigidita, alta densic, possibilica
di corrosione con rilascio di ioni
metallici tossici e conseguente
scarsa biocompatibilica

rigidita, fuﬁjliu’n. bassa resistenza
a trazione, difficile lavorabilica

prestazioni meccaniche

e resistenza all’ usura

e alla dc'gradazio ne chimica
non adeguate fer molte
applicazioni a lungo termine

rischio di trasmettere malartie,
come l'encefalite spongiforme
d’origine ovina o bovina;
affidabilita scarsa sul lungo
periodo; difficolta di

conservazione

difficile lavorabilita, spesso scarsa
coesione fra le diverse parti

PRINCIPALI SETTORI APPLICATIVI

protesi ortopediche; valvole
cardiache; odontoiarria

protesi ortopediche

protesi cardiovascolari; suture;
cateteri; cementi ossei; rilascio
controllaro di farmaci; component
arcivi di organi arti ficiali
(dializzatori, ossigenatori);
supporti per ingegneria tissurale

protesi vasco lari; valvole
cardiache; sostituri del plasma;
‘pelle artificiale’

odontoiatria; protesi cardiache;
protesi articolari
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MPa) cosi da rendere possibile la costruzione di strutture in grado di sopportare carichi elevati
senza grandi deformazioni elastiche né deformazioni plastiche permanenti.

e  Buona duttilita: quando la sollecitazione applicata supera la resistenza di snervamento, la
struttura si deforma plasticamente invece di rompersi in maniera fragile. Cio permette di solito di
intervenire sostituendo il componente deformato prima che si rompa.

e  Elevata resistenza alla fatica meccanica, cio che li rende indicati in tutte le applicazioni per le

quali si prevedono cicli di carico.

| materiali metallici si prestano alla sostituzione di tessuti quali ossa e denti in forza delle loro elevate
proprietd meccaniche che rendono possibile la realizzazione di protesi in grado di sopportare carichi.
La biocompaitibilita dei metalli & legata alla facilita o meno della loro corrosione in ambiente biologico: i

fluidi biologici hanno infatti un elevato potere corrosivo nei confronti dei metalli.

Durante la corrosione awviene il rilascio di ioni metallici con due possibili conseguenze:
1. perdita di funzionalita dell'impianto, dovuta al peggioramento delle proprietd meccaniche,
2. contaminazione sia dei tessuti circostanti sia dell'intero organismo, con ioni metallici spesso tossici,



con danno anche grave per la salute del paziente.

Lega con il titanio: titanio, 6% ca di alluminio, 4% ca di vanadio.
E' un materiale:

e  biostabile,

e  bioinerte.
II titanio € un elemento metallico che & ben conosciuto per la sua
resistenza alla corrosione e per il suo alto rapporto resistenza/peso.
E leggero, duro, con una bassa densitd e, allo stato puro si
presenta abbastanza duttile, lucido e di colore bianco metallico.
Le leghe di titanio non sono facilmente lavorabili
I titanio e le sue leghe devono la loro eccellente resistenza alla
corrosione alla formazione di un film di biossido di Ti superficiale,
particolarmente duro e resistente ad attacchi chimici.
Il maggior problema, da un punto di vista della corrosione, che Ti
e leghe possono dare in impiantologia ¢ la fretting corrosion
(corrosione dovuta allo sfregamento) .

Il titanio & resistente come l'acciaio ma il 45% piu leggero, pesa il 60% in piu dell'alluminio ma con una
resistenza doppia. Queste proprietd lo rendono molto resistente alle forme usuali di fatica dei metalli.

E' un materiale:

e  biostabile,

e  Dbioinerte,

®  ceramico.
La struttura € composta da microcristalli grafitici disordinati
intervallati da molecole libere di carbonio.
Viene utilizzato per il rivestimento di valvole vascolari per la sua
ottima emocompatibilitd — non crea trombi.

"

e S

E' un materiale:

e  Dbiostabile,

e  bioinerte,

e  polimerico.
Utilizzato come inserto polimerico tra due componenti
metalliche nelle protesi articolari.




Misura diretta: ottengo il valore numerico della grandezza fisica di interesse tramite il confronto
con l'unitd di misura o tramite l'uso di sistemi tarati. ES: prova di trazione.

Misura indiretta: ottengo il valore numerico della grandezza fisica utilizzando relazioni analitiche
note che legano la grandezza fisica che si vuole determinare ad altre grandezze fisiche, su cui
effettuo una misura diretta. ES: analisi della densita tessuto osseo attraverso le gradazioni di
grigio della radiografia.




I tessuto osseo si divide in:
Parte organica (30% del peso, 40% del volume): conferisce al tessuto resistenza alla trazione e

alla compressione; € composto da:
- cellule osteoprogenitrici,

- cellule osteoblasti,

- cellule osteociti,

- cellule osteoclasti,

- sostanza amorfa,

- fibre di collagene di tipo .
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Parte inorganica (60% del peso, 35% del volume): conferisce al tessuto durezza e rigidita; e

composta da:

- fosfati di calcio, magnesio
- carboidrati

- cristalli di idrossiapatite

Parte di acqua (10% del peso, 25% del volume)

Inoltre, puo essere:
Non lamellare: le fibre di collagene sono raccolte in grossi fasci paralleli o intrecciati; € presente
nei feti e nell'adulto ogni volta che c'e necessita di generare nuovo osso (frattura).

Lamellare: fibre, cellule e matrice extracellulare sono raccolte in lamelle, € molto duro ed
attraversato da numerosi vasi sanguigni e dotti linfatici.

macrostruttura: osso spongioso e corticale;

microstruttura (da 10 a 500 Axm): sistemi di

Havers (osteoni), osso lamellare, osso
fibrolamellare, osso woven, singola trabecola ;
sub-microstruttura (1-10 AAm): lamelle;

nanostruttura (100 nm a 1mm): collagene
fibrillare e minerali incorporati;
sub-nanostruttum (< 100 nm): struttura
molecolare degli elementi costituenti come i
cristalli minerali, fibrille di collagene e proteine
organiche non collageniche.

A noi interessa la prima classificazione.

Il tessuto lamellare puo essere:

Compatto:
- molto duro,

Callagon
molecule

Bone
X crystols

105N parme 3T pm

Microstructure Nanostructure

Macrostructure Sub-microstructure Sub-nanostructure

- attraversato da numerosi canali (vasi sanguigni e dotti linfatici),



- porositd P < 30%, S,  0ssO SpuUgNOSO
- frazione di volume (1 - P) Vf < 70%,
- nella radiografia € molto bianco

e  Spungnoso (trabecolare): reticolo 3D di trabecole ossee,
- P> 30%,
- Vi > 70%,

- nella radiografia € nero.
0SSO

compatto

Osso sano Osso osteoporotico
e  Normale distribuzione tra osso ®  Patologia caratterizzata da una
corticale e trabecolare. riduzione di sali calcio nell'osso.
e  Contenutro minerale nella norma. e  Deterioramento delle ossa della massa
e difetti nella microarchitettura del
tessuto.

L'articolazione dell'anca € completamente sostituita da
un‘articolazione artificiale. Accade quando si deteriora
I'articolazione o quando non si riesce ad eseguire un Acetaboio

fissaggio. Labbro
E' una zona molto caricata — sorregge tutto il peso del sostabolare

Bacino ——

corpo. E' una delle procedure chirurgiche piu diffuse, si Testa femorale ————&
esegue in poche ore e il ricovero di pochi giorni. Inoltre, la Collo femorale — S
riabilitazione e veloce per soggetti sani, inizia gia il giorno \ i

seguente all'intervento.

Femore —— |



COTILE
o g
. Metallo o Polietilene
Non cementato o cementato
Inserto
Testa Q \\
L )y

TESTA
Ceramica o Mefallo

Uno dei materiali utilizzati per la protesi & la lega Ti6Al4V. Viene misurata:
e  tensione,

®  compressione,
e  flessione, €
@ indentazione,
® ultrasuoni D= F
(3

Young's modulus Tensile strength Yield strength Elongation at
(GPa) (MPa) break (%)

TI6AI4V 115 860 795 10-15
Young's Tensile Compressive Compressive
modulus strength strength modulus

(GPa) (MPa) (Mpa) (Gpa)

Osso o )

] 7-30 50 -150 130 -200 11.5-17
compatto

Osso

0.05-0.5 10 - 20 0.1-16 0.12-1.1
spugnoso

Il modulo di Young della lega in titanio & molto diverso da quello dell'osso!

INSERTO

Ceramica o Polietilene

STELO FEMORALE
Metallo

Non cementato o cemeniato
4




Longitudinal direction RIFE AHENTD
B | _ & Studio Transverse direction
Elastic modulus (MPa) 17,900 + A_uu
: . y b
18,160 = | 880* Elastic modulus (MPa) 10,100 + 2,400~
! S e d
Poisson’s ratio 0.62 = 0.262 5,650 = 1,610
T ' T 6.490 + 3,220%
Tensile yield stress (MPa) 71.56 = 10,191 ~
1 . " . b
. o i L0 ORYE
Tensile yield strain (%) 0.67 = 0.0451 Poisson’s ratio 0.62+0.26
s 5 = b
Tensile ultimate stress (MPa) 135+ 15.62 lensile ultimate stress (MPa) 53.£.10.7°
205 4 4 . y - . .d
92.95 ”]"'_"' - Compressive vield stress (MPa) 41.8+ 1945
Tensile ultimate strain (%) 1.9+ 0.6% 44.1 £ 21.1%
Compressive yield stress (MPa) . 115.06 + 16.36™, Compressive yield strain (%) 0.83 + U,-lj"—l
Compressive yield strain (%) 0,98 + 0,095} 0.84 + 0.23%
= % : | = I T 7=
e Ate slrese ’ 205+ 17.3= . . . h
Compressive ultimate stress (MPa) 205+ 173 . Compressive ultimate stress (MPa) 131 +20.72
53.50+2].63% - .
153.59 £ 21.6: 6:*.2:13&.5Q
Compressive ultimate strain (%) _ 1.3+ f]_3""_ 63.1 = 30_72
Shear modulus (MPa) 3,300 = 400%
6,070 = 5705
Shear yield stress (MPa) 40,95 + 5,165
Shear yield strain (%) 0.87 £0.0451
Shear ultimate stress (MPa) 65+ J.Gb
46.31 £ 5.82¢

Viene effettuata su sezioni istologiche bidimensionali e pemette di ottenere una serie di parametri che
descrivono la rete tridimensionale della struttura dell'osso.
| parametri principali sono i seguenti:
e  Total Volume (mm?3): intero volume della porzione di tessuto osseo comprensivo di trabecole e di
spazi vuoti;
e  Bone Volume (mm?): parte di volume occupata dalla sola componente ossea;
e  Volume fraction (%): percentuale del rapporto tra il volume occupato dall'osso trabecolare e il
volume totale del campione.

L'osso si adatta al carico a cui é sottoposto per migliorare la propria resistenza alla fatica:

o se il carico diminuisce, la densitd ossea diminuisce;

®  seil carico aumenta, la densita dell'osso aumenta.
Il fenomeno awviene sia a livello di osso corticale sia trabecolare; il fenomeno che lo guida e la meccano-
trasduzione.
La densita ossea e l'orientamento delle trabecolature sono il risultato di un processo di ottimizzazione
topologica la quale € basata sul principio della meccanotrasduzione.

Mechanical forces:
tansion, osmaosis, compression, shaar, fluid,

Processo che converte lo stimolo meccanico in attivita '“‘“"*’I"'-' \ \; \ Nucleus
. . = = - Inter-cellular bnu..r.-ll‘ﬂfr"l‘oh-m
elettrochimica che guida la crescita/decrecita ossea. action foces ., / |
Le forze possono essere trasmesse al nucleo del < p;ln:mm;“;*"_.,_#“ T mzm[n?Q
N ape . g . . P / | - r S differentiation
citoscheletro e possono modificare i livelli di '--M.cémn. > opfkeion

ECM rigidity/elasticity

osteogenesi e di assorbimento osseo.

Topography (variable texture, pattern or depth) Adhesion/traction forces



In condizioni di carico normale su un 0sso sano il carico viene P ,
trasmesso dall'osso trabecolare a quello corticale. 7 )

Quando viene posizionata la protesi d'anca, la trasmissione del
carico viene alterata in modo significativo

Civplany 7 [Phors-
APl P

Il carico & applicato alla testa del femore ed e trasmesso attraverso
lo stelo della protesi dato che la densita € piu alta.

Avviene il fenomeno di stress shielding — l'osso corticale & scaricato
dal peso e tende a riassorbirsi; questo puo causare la rottura
dell'osso.

Una soluzione puo essere cercare di alleggerire la protesi in alcuni
punti (sono note le zone di frattura).

In bianco e nero:
| parametri sono:
e  #dipixel,
e  #divalori: dipende dal numero di bit; se ad esempio si scelgono 8 bit, un pixel puo assumere
2°® = 256 valori.

A colori:
| parametri sono:
e  #dipixel,
e  #divalori: dipende dal numero di bit; se ad esempio si scelgono 24 bit (8 per R, G e )B, un pixel
puo assumere 22%=16,7 milioni di valori.

Nelle immagini mediche cambia il significato dell'informazione che sta dentro una casellina (pixel):
e nella CT o radiografia si guarda [itensita dell'assorbimento del raggio x,
e nella risonanza magnetica si guarda I'ampiezza di segnale di radiofrequenza.

Per quanto riguarda la protesi d'anca si fa una radiografia.

La CT € una tecnica non invasiva che scatta numerose fotografie a diversi livelli del corpo; tale contenuto
e detto volumetrico dato che permette di ricostruire un oggetto 3D.



La tecnica tomografica a raggi X si fonda sulla legge di

assorbimento, che descrive il fenomeno di attenuazione del

fascio di raggi X che viaggia attraverso il campione:
T L‘” =Toe _'Mj

I(y): intensita della radiazione emergente dal campione,
lo: intensita iniziale del raggio,

M : coefficiente di attenuazione di massa,

y: cammino percorso nel mezzo.

In realtd A non & costante ma varia lungo y, pertanto l'intensita

della radiazione emergente sara:

Ynnax

TOYELae T

Il risultato ottenuto € detto integrale di linea e rappresenta l'attenuazione accumulata da raggi X mentre

viaggiano lungo quella linea.

In ogni pixel di ogni slice sono contenute informazioni
sull'attenuazione o assorbimento della radiazione.

Si tratta di strutture di densita diversa che hanno
coefficiente di attenuazione M diverso. Hanno una
differente radiodensita;

Ad esempio, le placche di titanio hanno una radiodensita
(o radio-opacitd) molto maggiore dell)gssg = le placche
schermano maggiormente radiazione e appaiono piu
chiare nelle immagini.

La scala Hounsfield quantifica la radiodensita dei
materiali. Utilizza come riferimento la radiodensita di aria
e acqua, misurate in condizioni standard di temperatura
e pressione (es. 20°C, 1 atm con una radiazione incidente
pari a 73 KeV).

All'aria & assegnato per definizione valore -1000 HU.
All'acqua e assegnato per definizione valore 0 HU.

La conversione del coefficiente di assorbimento (M) di un
materiale in HU awiene come:

HU = J000O x M - Mueo
Mane - MHo

CT value
HU




Dalla scala Hounsfield si passa a valori di densitad minerale
dell'osso attraverso la QTC.

La scansione € analoga alla CT + campioni di calibrazione.
Contengono sostenze in grado di mimare I'assorbimento di
radiazione da parte diverse di densita minerali di osso.

Valori tipici dell'osso:
Corticale (2500 / 3000 HU):
e ha un contenuto minerale nettamente superiore,
e  piudenso e compatto (piu radiopaco),
e  piu chiaro nelle imagini CT.
Spugnoso (600 / 700 HU):
e  ha un contenuto minerale inferiore
®  pil spugnoso e leggero (meno radiopaco)
e  piu scuro delle immagini CT

Come capire se l'osso € idoneo all'intervento o che tipologia di protesi sia la piu indicata?
L'indagine QCT ci da un modello 3D — ottengo informazioni morfologiche dell'area di interesse.
Inoltre, fornisce una mappatura delle proprietd meccaniche — ottengo informazioni funzionali che
posso utilizzare per obiettivi di simulazione, design etc.

Tecnica usata per estrarre la regione che mi interessa — lavora sui valori di grigio per descrivere la
struttura di interesse.

Sovraimposta alla immagine CT c'e
un'altra immagine che vale:
e (0 dove non miinteressa prendere
limmagine,
e 1 dove miinteressa "ritagliare”
I'immagine fino ad ottenere un
modello 3D.

200m to fit 413 0f 825 200m to fit 388 of £

Tale modello puo essere esportato in vari
formati che consento di svincolarsi dalla

CL.

Tali formati sono detti mesh; ne esistono

di due tipi:

1. di superficie

2. di volume




Descrive solo la superficie; viene codificata con una serie di
triangoli orientati. Ogni triangolo € descritto dalle coordiate
(x,y,2) dei tre vertici e da una normale che dice qual € la
superficie interna e quella esterna (informazione ridondante).
La mesh pud essere salvato in tanti formati la pit comune &
stl (standard triangolation language).

La mesh di volume contiene informazioni sui vertici di una
struttura 3D (cubo o tetraedro) e le normali a ciascuna
faccia. Si ottiene cosi una immagine 3D.

Puntualmente si ottengono
informazioni Hounsfield che e
possibile convertire in informazioni
meccaniche.

Il software BoneMat consente di
effettuare la mappatura delle
proprietd meccaniche.
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Utilizzando i campioni di calibrazione conosco:
e o desita effettiva del materiale Pacr |
e il suo valore HU — valore di grigio della CT.

La relazione e lineare — piu e bianco, piu e denso.
Attraverso una regressione lineare, posso ottenere i parametri della curva densita/HU come:

(JQ(:T =t b RU

P A
sl . : A S &
Passando da valori di grigio a Hunsfield abbiamo
almeno due riferimenti: aria e acqua; cosi costruiamo la
retta passante per i due punti.
oiooA L |
. : by
- 1009 HO

In realtd non basta una retta ma conviene dividere
in segmenti, suddivisi per rage di densitd, ciascuno
descrivibili con una relazione lineare.

| phantom di calibrazione evidenziano tali
differenze tra i tessuti. Ogni blocco ha densita
nota pari a quella di un tessuto di riferimento.
e  esterno: dimensione addome,
e interno: dimensione testa.

2,000 4.507

B 1000 806, 7 S0 73,3 M8 &5 7.7 w3 2.9 M9 | 16363 | STOLE

Jensity (g/em']

o
De

il



L'intensita della radiazione emergente puo essere calcolata come:
o = 8
TN =T fe ) 3o 171

Il risultato ottenuto € detto integrale di linea e rappresenta I'attenuazione accumulata da raggi X mentre
viaggiano lungo quella linea.
E' importante sottolineare che si ha:

e  dipendenza dall'initensita iniziale del raggio,

e  dipendenza dalle dimensioni della struttura — componente geometrica.

Ora che siamo passati dal valore HU al corrispettivo valore della densita possiamo dire che il valore di
densita spesso non & sufficiente per valutare l'interazione osso-protesi.
Si deve quindi passare al modulo elastico.

La relazione é tabulata per i vari tipi di osso secondo due modalita:

° relazione lineare: performante solo su 0ss0 €2\ = O+ b - oay

e  relazione esponenziale: pit performante quando € presente anche una protesi

Cexp = Ot Pauy

Un fattore determinante per la scelta dell'una o dell'altra & 'essere in presenza o meno diuna CT di
impianti quindi di materiali con una densita molto maggiore di quello delle ossa. Nel caso in cui ci fosse
un impianto € meglio usare la relazione esponenziale dato che lo scarto € molto maggiore tra la desita
della protesi e quella del piu denso tessuto presente nel corpo.

Relazione di Carter-Hayes — prima relazione inventata

tcn = 3390 F;CT (QP.‘_E \O;DG
dt

M STRAIN AATE

Posso identificare sulle immagini delle regioni di riferimento riconoscibili e assegnare a ciasuna una label
di segmentazione.

ES:

label 1: osso corticale,
label 2: osso trabecolare,
label 3: protesi.

Si calcola il valore medio dei pixel compresi nelle varie label, si considera il
valore come phatom di riferimento e si associa al relativo valore di intesita.

In base alla densitd, si assegnano i materiali ad ogni elemento della mesh di volume. In linea di principio,
per ogni densitd potrei creare un materiale corrispondente con Modulo Elastico Ei; questa € una
soluzione poco fruibile e computazionalmente pesante da gestire in una simulazione — range di modulo
elastico.

Posso invece fondere in un unico materiale tutti i materiali con differenza minore di una soglic.



Tutti questi passaggi sono utili per predire come reagira il tessuto osseo all'impianto di un oggetto con
caratteristiche diverse da quelle dell'osso.

Ad esempio, il riassorbimento osseo causato
dal fenomeno di stess shielding, causa una
riduzione della desnita ossea, che porta al
conseguente indebolimento e rischio di
frattura.

Secondo la legge proposta da Wolff, la variazione di densita ossea nel tempo puo essere espressa come:
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S: funzione che tiene conto del livello di carico dell'osso.
Possiamo descriverlo utilizzando la Strain Energy Density (S).

Energia immagazzinata in un corpo a seguito della sua deformazione.
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Nel caso di un materiale elastico lineare:
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E' la starin energy per unita di volume ed é rappresentata dall'area sottesa alla curva stress-strain fino al

punto di deformazione: G A
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Per la valutazione del bone remodelling la SED e calcolata per unita di massa ossea (= mediata su un
numero n di condizioni di carico (SEp):

N
N~ (=4 (°
L'osso & considerato:
e  sottocaricato se la SEp € inferiore a un valore di riferimento Sref — riassorbimento osseo,
e  sovracarictato se la SEp & superiore a un valore di riferimento Sref.

Nel caso specifico di protesi d'anca Sref sard il valore della funzione in assenza della protesi nelle
medesime condizioni di carico.

Si e osservato che non tutte le variazioni di SED conducono a un riassorbimento o ad un'opposizione di
tessuto. Esiste una soglia di varizione sotto la quale non si innesca il bone remodelling detta threshold
level, dead zone o lazy zone.

Il bone remodelling si innesca quando il valore di SED esce dall'intervallo (1 +s)Sref
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Il bone remodelling puo essere espresso come:
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Solitamente si sceglie B in relazione a . Ad esempio, consideriamo due persone una con un tessuto
osseo normale e l'altra che soffre di osteoporosi, non potremo uilizzare la stessa B perché non staremmo
descrivendo la realtd. Si dovrebbe usare un parametro dipendente dalla densita quindi:

13= o(f)

In questo caso si ha:

QA

Quando si ha un'elevata probabilita di vedere fallire I'impianto per
via della frattura dell'osso che lo circonda? Sono state proposte
varie formulazioni che legano tale probabilita alla desita dell'osso,
ad esempio:
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Dipende dalla resistenza del tessuto a una certa di sollecitazione e
dal tipo di sollecitazione che avviene.

Assunzione: il fallimento avviene nella zona circostante alla protesi.
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61(0‘)‘& A bassa probabilita di fallimento

(dP :Q(Pﬂ%- (A=) Seer ) WS < (A-38)Seer
Qi

{ .5 W (4-3)Ses €S L (Axs)See}

%% :QL(D\[S%/Hs\Sve?_] WSS (Axs)Srep

Ci affidiamo a dei valori di letteratura che vanno a legare i vari parametri alla densita:
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Un altro obiettivo molto importante e attuale € la simulazione, in particolare analizzeremo la simulazione
della biomeccanica vascolare.

Ad oggi i simulatori sono estremamente semplificati, un obiettivo € quello di creare manichini dai dati del
paziente. Si utilizza spesso la macchina 3D.

Esistono due tipologie:
e  arterie,
® vene.

Si compongono di un lume centrale e di una parete che e composta da:
®  tunica esterna,
e tunica mediq,
e tunicainterna.

Le arterie solitamente possiedono un lume pit piccolo della rispettiva vena, sono pitl tondeggianti e
hanno una parete pit spessa dato che hanno un contenuto muscolare maggiore delle vene siccome
hanno la funzione di trasmissione dell'onda sfigmica verso le vie piu periferiche.

Le arterie si dividono in arterie di:
e  grosso calibro: (es aorta che porta il sangue dal cuore) sono caratterizzate da un contenuto
elastico maggiore, grazie alla presenza di fibre striate;
e  medio calibro, sono caratterizzare da un contenuto muscolare maggiore, grazie alla presenza di
fibre striate;
s piccolo e piccolissimo calibro, (arteriole e capillari): caratterizzati da muscolatura liscia, avwiene
una regolazione della resistenza periferica che da un contributo alla regolazione della pressione.

Quindi riassumendo, le grandi arterie elastiche, ed in particolare l'aorta, rivestono due fondamentali

funzioni fisiologiche:

1. consentono la conduzione del sangue dal cuore alle arterie di resistenza (quelle piu piccole),

2. permettono la trasformazione di un flusso pulsatile, generato dall'azione cardiaca, in uno continuo
proprio dei tessuti perferici.

Negli ultimi anni si € assistito ad un aumento esponenziale dell'interesse della comunita scientifica e
medica per le proprieta meccaniche/funzionali delle grandi arterie, in particolare per la rigidita (stiffness)
o il suo inverso (compliance = deformabilita) arteriosa.

La stiffness arteriosa si definisce come la pressione necessaria per ottenere una determinata dilatazione
in un segmento arterioso.
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L'onda pulsante che arriva (onda incidente) provoca ’ .
una dilatazione del vaso, ha un ritorno elastico e
riflette I'onda; se il tessuto € rigido I'onda ¢ riflessa
subito = l'onda avanza molto pit velocemente. arteria

elastica

arteria
rigida

L'aumento della velocita sia dell'onda incidente sia di quella riflessa fa si che I'onda riflessa si fonda con
quella incidente piu precocemente.

L'aumento della rigidita arteriosa € molto pit marcato nelle arterie elastiche (aorta e carotidi) che nelle
arterie muscolari (pit periferiche).

All'aumentare della stiffness arteriosa, la rigidita aortica puo raggiungere e superare quella periferica,

riducendo o addirittura invertendo il normale gradiente centro periferia che é il principale responsabile
dell'onda sfigmica.

Come per il tessuto osseo esistono dei metodi diretti di misura delle proprietd meccaniche ma andare a
prelevare il campione non & praticabile per fini predittivi.

| principali sono:

Prova di trazione uniassiale Prova di trazione biassiale
in questo caso si devono prendere due provini uno basta prendere un provino dato che gia si
deve essere preso nella direzione longitudinale e considera il contributo nelle due direzioni.
I'altro nella direzione trasversale.
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Inflation-extension test
si misura la dilatazione del vaso.

Opening angle
si sudia il pre-tensionamento delle fibre.

—

pressure exerted by fluid




Bulge inflation test Nano-indentation
si misura la dilatazione del vaso si valuta il segno lasciato dallindentatore sul
tessuto.

load

Nella CT la parete vascolare e del tutto invisibile, quello che si puo ricostruire € il sangue all'interno del

Vvaso.

Quella nella CT é 'aorta messa in evidenza grazie
a un liquido di contrasto.

Con la risonanza magnetica si intravede qualcosa, ma non € una tecnica che si utilizza in questi casi.
Inoltre i macchinari utilizzati non si trovano facilmente in clinica.

La tecnica che permette di vedere in vivo la parete vascolare esiste ma € un po' invasiva ed € detta [VUS
(intravascular ultrasonography). Si tratta di una piccola sonda applicata a un catetere che si inserisce
all'interno del vaso. Le immagini che si ottengono sono in 2D.
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info morfologiche sulle pareti del vaso

Contro: metodica invasiva
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Si vanno ad analizzare informazioni dimaniche. Abbiamo tre possibilita:
Pulse Wave Velocity: si valuta come viaggia I'onda pressoria attraverso i vasi. Come dicevamo, a
seconda del vaso, si ha un movimento dell'onda pressoria differente: pit rapido con pareti rigide, piu
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lento con pareti elastiche.

Imaging 4D: immagine 3D catturata nel tempo.

Elastosonografia: indagine di tipo ecografico che sulla base di come si riflette l'onda; ci da

informazioni sulle proprietd meccaniche del vaso.

Utilizzata come misura della stiffness di un‘arteria — si valuta come viaggia I'onda pressoria (o sfigmica)
attraverso i vasi e si basa sulla dipendenza della velocita di trasmissione dell'onda sfigmica dalla rigidita
arteriosa. Si ha:
Contrazione del ventricolo: I'energia viene trasferita all'aorta generando due diversi fenomeni

L

ondulatori.

Le onde si propagano lungo l'albero arterioso in funzione delle proprieta funzionali e strutturali dello

stesso:

e  un'onda di flusso, che procede a bassa velocita (circa 1 m/s in corta) e si attenua

procedendo dal centro verso la periferig;

e  un'onda sfigmica (Pulse Wave), che procede a velocita molto superiore (tipicamente 4-8m/s
nell'aorta normale) e che ha caratteristiche differenti e del tutto peculiari.

L'onda sfigmica avanza nell'albero vascolare, con velocita crescente in direzione periferica. Essa

avrd uno ritardo temporale dal livello centrale a quello periferico.

L'onda sfigmica & composta da:

onda incidente: onda che impatta
direttamente contro il vaso che fa
dilatare il tessuto vascolare,

onda riflessa: data dal ritorno
elastico delle pareti vascolari.

PA sistolica
massima

ONDA
RIFiEssa

ON DA
INGIENTE

PA
telediastolica

——

\

Punto di flesso:

arrivo dell'onda

riflessa
Tr

Durata del ciclo cardiaco



Misurando I'onda sfigmica in due punti a distanza
puo misurare in diversi modi:

nota, posso sapere in quanto tempo ha percorso. Si

erficiale (carotide, arteria femorale) e misuro la

e  Segnale tonometrico: prendo un vaso sup
pressione interna in base alla forza necessaria per bloccarne il flusso.
e  Misura con trasduttore piezoelettrico
e  Rilevazione Doppler
e  Segnale impedenziometrico

ES: segnale tonometrico — si misura la pressione nella carotide e nell'arteria femorale dato che hanno
una bella distanza e cosi e piu facile misurare lo scarto temporale.
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La carotide € pit vicina al cuore di quanto non
sia l'arteria femorale quindi all'arteria femorale
mi aspetto di vedere passare I'onda pressoria
con un certo ritardo temporale e cosi e.

Per cacolare la velocita mi serve una distanza
effettiva = prendere la distanza longitudinale &
una semplificazione, il modo pitl preciso € avere
una imaging. Ad esempio, una risonanza
magnetica che permetta di calcolare il
percorso effettivo (centerline).

ES: segnale tonometrico = aorta ascendente e aorta addominale.

La tecnica di imaging utilizzata € la risonanza ma

gnetica

La PWV é utilizzata come misura della stiffness di un'arteria. Piu il valore di PWV ¢ alto, piu e veloce I'onda

sfigmica quindi piu é rigida la parete.
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Torna utile legare PWV con il modulo elastico E. Questa relazione é stata teorizzata per la prima volta nel
1878 da due scienziati olandesi, Moens e Korteweg:

Pwv=[ER o E= PWVipED
PO I~

con:
® E: modulo elastico,
e  h:spessore della parete arteriosa,
e [ :densita del sangue,
e  D: diametro dell'arteria.

Ci sono pero dei problemi legati a come e dove calcolare tali valori.

PWV: come ricaviamo il valore locale? Si usa la relazione che dipende dal diametro dato che &
calcolabile puntualmente. Tale formula viene utilizzata per D > 5 mm.

PWV D) = )\’801"5

h (spessore parete arteriosa): anche in questo caso e possibile correlarlo al diametro: pit il vaso € largo,
pit la parete & spessa.

D (diametro arteria): dove ricaviamo il valore? Ricavata con tecniche
di imaging.

P (densita del sangue) — misurabile (valori normali medi: 1,055 - 1,066 glem3)

Quindi abbiamo capito che & possibile calcolare il diametro del vaso del paziente e da li ricavare lo
spessore della parete, la PWV e infine il modulo elastico. Voglio riprodurre un phantom con queste
carateristiche:



D_mean [mm] | Spessore [nm] | PWV [%] E [MPa]
Abdominal Aorta A 12.200 1.064 6.280 0.463
Celiac A 7.350 0.783 7.311 0.514
Celiac B 5.050 0.649 8.182 0.534
Hepatic 4.900 0.641 8.256 0.534
Gastric 3.100 0.536 9.472 0.532
Splenic 4.050 0.591 8.742 0.537
Superior Mesenteric 7.500 0.791 7.267 0.513
Abdominal Aorta B 11.400 1.018 6.409 0472
Renal 5.200 0.658 8.111 0.533
Abdominal Aorta C 11.800 1.041 6.343 0.468
Abdominal Aorta D 11.300 1.012 6.426 0473
Inferior Mesenteric 3.950 0.586 8.808 0.536
IAbdominal Aorta E 10.600 0.971 6.550 0.480
ICommon lliac 7.450 0.789 7.281 0.513
External lliac 6.250 0.719 7.675 0.525
Inner lliac 4.000 0.588 8.775 0.537
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devo cercare un materiale per ricostruire quel vaso
che abbia un modulo elastico il pit simile possibile a
quello del vaso.

Ad esempio, supponiamo di prendere 'aorta addominale che ha E = 0.7 MPa.
Se trovo un materiale che ha modulo elastico dello stesso valore allora considererd lo spessore uguale a
quello reale del paziente; se invece ho un matriale che ha E = 1.5 MPa dovrd considerare uno spessore

minore.

E' fondamentale trovare un materiale con modulo elastico il piu simile possibile a quello di interessse.
Ad esempio, supponiamo di prendere I'aorta addominale che ha E = 0.7 MPa. Se io ho un materiale che

ha E = 10 MPa dovro avere uno spessore h =

4 m m —> problema di tipo pratico.



14 giugno 2021

Per 4D si intende un segnale 3D che evolve nel tempo, in particolare 'evoluzione nel tempo non va fatta
su tutto il 3D ma su una zona preselezionata (solitamente un piano):
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In particolare, analizzaremo la variazione del diametro del lume vascolare durante il ciclo cardioco, in
cui il lume si allarga in sistole e si restringe in diastole.

Si parla di cardiac gating, ovvero sapere in che punto del ciclo cardiaco siamo ogni volta che scattiamo
una fotografia, in questo modo si puo ricostruire il tempo che passa tra una acquisizione e la successiva.
Solitamente si utilizza il traccito cardiaco, in particolare I'onda R (molto distinguibile).

R R L'intervallo RR & solitamente espresso

in ms. Tuttavia, solitamnte viene
utilizzata l'unita di misura bpm:

Go[blvm]:)loslims]

Esistono vari modi per effettuare questo tipo di acquisizione:

e  Prospective gating: la macchina legge automaticamente una onda R, solitamente non parte
immediatamente |'acquisizione ma viene lasciata una piccola finestra definita con il parametro
trigger delay. Quindi poi parte l'acquisizione e dopo un certo periodo di tempo si ferma, prima
dell'onda successiva:

e  Retrospecting gating: si continua ad acquisire e poi si organizzano le immagini sulla base del
ciclo cardiaco. Cio mi permette di coprire una percentuale di acquisizione molto maggiore.
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Vogliamo arrivare a capire come varia il diametro del lume nel tempo:

Vediamo diametri differenti a istanti di acquisizione differenti. Posso arrivare a cacolare una stima del
modulo elastico:
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Si utilizza uno strumento a ultrasuoni per avere informazioni sul comportamento meccanico del tessuto,
tipicamente tessuto molle.

In pratica l'elastosonogrfia cerca di fare in modo automatico quello che il medico fa tramite la tecnica
della palpazione, quindi va a toccare una regione e sente se la risposta del tessuto sottostante & normale
oppure se ci sono aterazioni (zone pit 0 meno dure). Solitamente é utilizzata per evidenziare masse
tumorali.

Quindi si va a perturbare il tessuto con una specifica sorgente, si misura la risposta meccanica che il
tessuto sta dando e da questa risposta si va a inferire le proprietd meccaniche del tessuto.
Le tecniche sono:
° applicazione di una sollecitazione guasi statica: si applica manualmente una pressione sul
tessuto e si vede come esso risponde; conoscendo la pressione esercitata e guardando lo
spostamento che & causato, si calcola la deformazione che ha subito la struttura. (ES: ecografia)
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Quasi-static

e  applicazione di una sollecitazione dinamica: si perturba il tessuto con un'onda acustica.
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Harmonic Transient

Nell'approccio dinamico possiamo distinguere due diverse tipologie di onde:
e  longitudinali (di compressione): si propagano molto velocemente all'interno del corpo, sono
usate per l'imaging.
e  Trasversali (a taglio): si puo calcolare una stima del modulo elastico sulla base di come il tessuto
trasmette la perturbazione. Sono generate a bassa frequenza quindi sono piu lente.

Rispetto alle altre tecniche viste, I'elastonografia ci riesce a dare una mappa ad alta risoluzione di come
varia il modulo elastico nella zona che stiamo esaminando.



